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1.1 Verdens, livets, menneskets og matematikkens historie

Verden bestar af stof, kreefter og bevaegelse. Stof bestar af neutroner & anti-neutroner, elektroner & anti-
elektroner, samt af fotoner, lys. Krefterne bor i stoffet, den steerke tyngdekraft bor i neutronerne, og den
svage elektromagnetiske kraft bor i elektroner og fotoner. Krafterne pumper beveegelse (energi) ud og ind af
stoffet, hvorved stoffet indgar i stadige stofkredslab af stofopbygning og stofnedbrydning.

Universet gennemlgber en reekke kredslgb af store brag (big crunch & big bang): Farst knuser den steerke
kraft universet ved at sammentraekke det til ét punkt, hvor stof stader sammen med antistof og eksploderer
som fotoner i et stort brag. Eksplosionen spreder fotonerne i alle retninger, hvor de efterhanden afkales og
“udfryser” til stof og anti-stof. Dels til neutroner og anti-neutroner, som samles i hver deres dele af universet.
Dels til elektroner og anti-elektroner, positroner. Neutronerne indfanger anti-e lektronerne og bliver til
protoner. Protonerne indfanger elektroner og frie neutroner og bliver til lette atomer, som sammenbindes til
molekyler af den svage kraft.

Med stoffets tilbagekomst falger den steerke krafts tilbagekomst. Den sammentraekker de lette atomer i
stjerner, hvor voldsomme sammenstgd friger anti-elektronerne som steder sammen med elektronerne og
eksploderer som fotoner i et lille brag, som pumper fotoner fra stjernen ud i rummet, bl.a. til planeterne,
herunder jorden Til sidst knuser den steerke kraft stjernen i et middelstort brag, en supernova, og pumper
herved tunge atomer ud i rummet, hvor de sammentraekkes til planeter af den staerke kraft. Pa planeterne
binder den svage kraft stofferne sammen til molekyler med stor afstand mellem atomerne, hvorved den
staerke kraft neutraliseres. Tilbage bliver et sort hul hvor den steerke kraft er sa steerk, at den til sidst opsluger
alt stof og andre sorte huller, hvorved universet endnu engang knuses i et stort brag. Sa lenge universet
udvider sig er stjernernes lys svagt, men nar universet igen treekkes sammen af de sorte huller vil lyset blive
sa kraftigt, at alle planeter fordamper til molekyler.

Planeterne er udsat af en stadig gennemstramning af bevaegelse. Stjerner og solen pumper hgjfrekvente
fotoner, lys, ind fra rummet, og planeterne pumper lavfrekvente fotoner, varme, tilbage til rummet. Pa faste
planeter bliver stoffet opvarmet, men indgar ikke i kredslgh. Pa flydende planeter indgar stoffet derimod i en
reekke makro- og mikrokredslgb.

Jorden er bade fast og flydende. Jorden er udstyret med klipper og to have, et vandhav og et lufthav, en
hydrosfeere og en atmosfaere. Fotonstremmen fra solen virker som pumper for en raekke uorganiske
makrokredslab, dels i havet (kolde og varme havstreamme), dels i luften (hgj- og lavtryk og vinde), dels
mellem hav og luft (fordampning, regn og floder).

I havet er solens fotoner pumpe for et organisk mikrokredslgb, fotosyntese & forbraending. | fotosyntesen
overfgrer fotonernes bevagelse brint mellem de uorganiske stoffer vand til kuldioxid sa der dannes ilt og
organisk kulvand, kulhydrat. | forbraendingen frigives beveegelsen igen ved den modsatte proces, hvor brint
tilbagefares fra kulvand til ilt, der sa igen omdannes til kuldioxid og vand. Men organiske stoffer kan ogsa
videreopbygges til starre forgrenede kul-kveelstof molekyler, som livets celler opbygges af. Kveelstoffet
findes i luften (ca. 80%), men kan spaltes af lyn, og kan sa indga i kulvand-molekyler og gare disse
forgrenede og steerke (proteiner).

Celler er store molekyle-samfund som har udviklet en overflade, sa de kan bere vand i sig og dermed forlade
havet og blive til en af de tre livsformer, sorte, granne og gra celler.

De sorte celler kan kun tale ilt i sm&a maengder og overlever pa ilt-frie omrader pa bunden af sger og i dyrs
maver ved at fjerne ilten fra kulvand, der derved omdannes til kul-brint molekyler, gas.

De granne celler er der hvor fotosyntesen foregar, og producerer saledes dels organisk stof til oplagring af
solfotonernes bevegelse, dels den ilt, som de gra celler skal bruge til at frigare brinten og beveegelsen igen
(forbreending). Granne celler danner cellesamfund, planter, der ikke kan beveege sig efter feden og lyset, og
som derfor dgr hvis disse ting ikke er til stede.

Gra celler kan ikke lave fotosyntese. Til gengald kan de danne cellesamfund, dyr, som kan beveege sig efter
faden, fordi de udvikler indre vandbaner, blodarer, samt en indre vandpumpe, hjertet, i stedet for den ydre
vandpumpe, solen.

Sorte og grenne celler har behov for stof for at bestd, og for bevaegelse for at kunne foretage stofskifte med
omgivelserne. Gra celler har desuden et behov for information for at kunne traeffe valg om bl.a.



beveegelsesretning. Informationen indsamles gennem sanser og behandles i hjernen. Kort sagt, dyr har huller
i hovedet for at kunne forsyne sig med stof og energi til kroppen og information til hjernen.

Der findes tre typer dyr. Krybdyr har en krybdyrhjerne til rutiner. Pattedyr fader levende bgrn som kan
tilpasse sig omgiveIserne gennem leering, og som derfor har behov for omsorg under opleeringen. Pattedyr
har derfor udviklet en ekstra pattedyrhjerne til fglelser.

Mennesket har udviklet to slags gribere. Mennesket blev presset veek fra traeerne og ud pa savannen, hvor
det rejste sig op pa bagbenene og udviklede fortzeerne til fingre, som kan gribe, gemme og dele faden.
Gribeprocessen provokerede hjernen til at udvikle en ekstra menneskehjerne, der kan (be)gribe, gemme og
dele verden i ord, seetninger og fortellinger. Herunder forteaellinger om hvordan produktiviteten kan gge
behovsdaekningen ved at begribe naturen og gribe ind i dens stramme af stof, energi og information og
dermed e&ndre natur til kultur. Oprindeligt levede mennesket som andre dyr i en jeeger/samler-kultur, hvor
naturen er producent og mennesket er forbruger.

Det farste kulturspring og befolkningseksplosion sker da mennesket begriber stoffet og opfinder den
kunstige hand, redskabet, sa skov kan andres til mark. Forsynet med en mark og redskaber kan mennesket
frigere sig fra naturens luner. Herved bliver jeeger/samler-kulturen til en agerbrugskultur, hvor mennesket
griber styrende ind i naturens stremme af organiske stoffer, og ernarer sig som redskabsarbejder.

Det andet kulturspring og befolkningseksplosion sker da mennesket begriber beveaegelsen og opfinder den
kunstige muskel, motoren, som forsynes med beveegelse af fgrst damp og senere elektroner. Med
kombinationen af redskab og motor til maskine fritages mennesket for muskelarbejde. Herved bliver
agerbrugskulturen til en industrikultur, hvor mennesket griber styrende ind i naturens stremme af uorganiske
stoffer, og ernarer sig som maskinarbejder.

Det tredje kulturspring og befolkningseksplosion sker da mennesket begriber informationen og opfinder den
kunstige krybdyrhjerne, computeren, som forsynes med information af farst elektroner siden fotoner. Med
kombinationen af maskine og computer til robot fritages mennesket for rutinearbejdet. Herved bliver
industrikulturen til en informationskultur, hvor mennesket griber styrende ind i naturens stremme af
information, og ernarer sig som informationsarbejder.

Talesprog og talsprog. Alle samfund bygger pa arbejdsdeling. I jegersamler-kulturen me llem mennesket og
naturen, i agerbrugskulturen mellem mennesker indbyrdes. | agerbrugskulturen udvikler mennesket ved
siden af tale-sproget ogsa et tal-sprog til at ital-sette, kvantificere verden og udregne totaler. Den klassiske
kvantitative litteratur blev kaldt geometri og algebra. Geometri betyder jordmaling pa graesk, og algebra
betyder genforening pa arabisk. Geometri og algebra er sdledes menneskets kvantitative svar pa de to
fundamentale spargsmal som melder sig nar man forlader jeeger-samler kulturen: ’Hvordan deler vi den jord
vi dyrker og det vi avler?”

Geometri. | de varme floddale passes jorden af naturen idet floderne gader markerne under den arlige
oversvgmmelse. Mennesket skal kun sa og hgste og genetablere markskel. Men hvordan genetableres
markskel? Svaret 14 i triangulering: Alle omrader kan opdeles i trekanter, som igen kan opdels i retvinklede
trekanter. Den retvinklede trekant har tre vinkler og tre sider. Vinklerne bindes sammen af vinkel-ligningen
A+B = 90. Siderne bindes sammen af side-ligningen a*2+b”2 = ¢"2. Vinkler og sider bindes sammen af
vinke I-side ligningen sinA = a/c, idet siden over for vinkel A kaldes hhv. a og sinA hvis den males i hhv.
meter og procent.

Algebra. | hgjlandet skal mennesket selv tilberede jorden, hvilket farst bliver muligt med opfindelse af jern-
produktion i jernalderen. Handel mellem floddalene og hgjlandet bliver serlig livlig hvor man kan bytte med
produkter den anden ikke har, dvs. bytte lavlandets silke og krydderier med hgjlandets sglv (sglv hedder
argent pa latin, hvilket betyder penge pa fransk). Antikken blev finansieret af Europas sglvminer. Farst
finansierede graeske sglvminer den graeske kultur, sa finansierede sglvkilder i Spanien Romerriget. Graeken-
lands sglvminer blev tamt pa ca. 100 ar, og Spaniens sglvminer blev erobret farst af Vendelboerne (Van-
dalerne), siden af araberne. Uden sglv var der mark midde lalder i Europa i knap 1000 ar, indtil der findes
selv i Harzen. Disse sglvkilder finansierer rengssancen (genfadslen), hvor Italien bliver mellemhandler
mellem vestens hgjland og gstens floddale. Senere findes sglv i Amerika, samt nye handelsve je, hvilket farer
til industrikulturens gennembrud, hvor industrivarer erstatter sglv som byttemiddel.

P& landet udregnes den totale hgst ved bundtning og sammengangning: | en 3 stak af 4bundter er totalen T =
3*4. | kebstaden udregnes totale varelagre, omkostninger og fortjenester ved stakning og sammenlaegning:
Ved sammenstakning af 4ti7 og 2ti8 fas 6til5 som kan omstakkes og ombundtes til 7ti5. Rige kabmeend,



som kan lane penge ud som banker, beregner den totale rente ved potensoplgftning: 7 ar 4 5% = 35% rente +
6% rentes-rente = 41% totalt, da 105%"7 = 141%. Og industrien udregner den totale effekt af en
kraftpavirkning ved at integrere, da kraften @ndrer meter/sekund-tallet, som igen @ndrer meter-tallet: 7
sekunder & 3m/s voksende med 14m/s er totalt T = [(3+(14/7)*x)dx = 7*3 + 14*(14/7)*7°2 = 70 meter.

Algebra opstod saledes langs hande Isvejene i takt med behovet for at kunne forene enkelttal til totaler eller
modsat opde le totaler i enkelttal. Da der er 2*2 forskellige typer tal, udvikledes 2*2 forskellige regningsarter
til at forene tal:

Plus forener variable styktal til en total: 3kr. og 5kr. er totalt ?kr. (3+5=T).
Minus opdeler en total i variable styktal: 3kr. og ?kr. er totalt 8kr. (3+x = 8, x = 8-3).

Gange forener konstante styktal til en total: 3kr. 5gange er totalt ?kr. (3*5=T).
Division opdeler en total i konstante styktal: 3kr. og ?gange er totalt 15kr. (3 = 15, x = 15/3).

Potens forener konstante pr.tal til en total: 3% 5gange er totalt 2%. (103%"5 = T).
Rod opde ler en total i konstante pr.tal: 2% Sgange er totalt 15.9% (x5 = 115.9, x = 5V115.9).
Logaritme opdeler en total i kontante pr.tal: 3% ?gange er totalt 15.9% (103%”x = 115.9, x = 10g115.9/l0g103).

Integralregning forener variable pr.tal til en total: 2m/s voksende jeevnt med 3m/s over 10 sekunder er totalt
2m ( J(2+0.3*x)dx = T). Integrere betyder opsamle pé latin.

Differentialregning opdeler en total i variable pr.tal: 2m/s voksende ? med 3m/s over 10 sekunder er totalt
35m (] fdx =2%x + 16*3/10%x *x, f = d/dx(2*x + 0.15%x ~2)).

I antikken udvikledes geometrien og styktallenes algebra. | renaessancen og industrikulturen udvikledes
pr.tallenes algebra. Differentiere betyder opdele pa latin.

Regningsarter forener opdeler i Konstante Variable
Styk-tal: m, s, kg, kr T=a+h T=a*Db

T-a=b T/h=a
Pr.tal: m/s, kr/kg, kr/kr =% T=]fdx T=a”"b

dT/dx = f T =a , logT/loga =b

Den kvantitative litte ratur. Den klassiske kvantitative litteratur er sdledes geometri og algebra. Hertil
kommer den moderne kvantitative litteratur, skabt af spgrgsmal, som kommer fra produktionen: Hvordan
hentes sglv og kul op fra minegangene? Hvordan navigeres pa havet? Hvordan bygges maskiner? Hvordan
optimers en produktion? Hvordan optimeres profitten? Osv.

Der regnes pa, hvordan sglvmalm og vand lgftes op af minerne, og hvordan sglvmalm forvandles til sglv af
forskellig renhedsgrad. Sglvet begiver sig nu pa rejse ned ad de tyske floder til Italien, hvorfra kebmeend er
kommet for at bytte kleede og vin med sglv. Undervejs passeres adskillige borge beliggende pa hgje bjerge.
Kgbmaendene ma aflevere sglv som told- og beskytte Isesafgifter, men vinder det tilbage igen gennem spil.
Fra Italien rejser sglvet videre nar kabmandene bytter det med @stens efterspurgte varer, krydderi og silke,
enten via den dyre vej over land transporteret af karavaner, eller via den billige vej over hav transporteret af
arabiske kabmand i Egypten. Sa ltaliens rigdomme hober sig op farst gennem handel og senere gennem
bankudlan. I banken far man brug for at kunne leegge renter sammen og udvikler derfor potensregningen og
opdager herved rentes-renten: 7 ar a 6% = 42% rente + 8% rentes-rente = 50% da 106%"7 = 150%.

En stor del af fortjenesten gar til forbrug af praegtige paladser overalt i Renassancens Italien, og til
ansattelse af kunstnere og filosoffer. En af disse var naturfilosoffen Galilei, som studerede faldet ved at
bygge et skraplan. Han opdager her at en rullende kugle har en konstant acceleration, og at der derfor geelder
tre faldlove for accelerationen a, hastigheden v, stedet s og tiden t: a = g, v = g*t og s = %2*g*t"2. Han
opfordrer alle til at ggre som ham dvs. at studere naturen kvantitativt: Mal alt der kan males og ger alt andet
maleligt. Han ma dog snart tilbagetraekke disse keetterske tanker pa grund af pavens trusler om bandlysning
og afbraending pa balet (skaersild).

Italien bliver udkonkurreret af Portugal, som kan nedsatte prisen pa peber til 1/3 ved at overspringe
mellemhandlerne og selv at hente @stens varer hjem over havet pa egne skibe som sejler rundt om Afrika.
Spanien forsgger at finde en anden vej til Indien ved at sejle mod vest. Men i Vest-Indien er der hverken
krydderi eller silke, derimod rigeligt med sglv og guld. Paven deler den nye verden mellem Spanien og
Portugal. Portugal far alt gst for den 60. lengdegrad, Spanien alt vest for. | Spanien og Portugal gar
fortjenesten til forbrug gennem bygning af kirker og klostre og paleer.



Hvordan bevaege r manen sig? Da welstand bliver noget som sejles hjem pa verdenshavene fra gst og fra
vest kan ogsa Holland og England veere med og fa deres del. Mod vest er kun den uinteressante del af
Nordamerika tilbage, hvor der ikke er sglv, men som England alligevel koloniserer. For at sejle til @sten er
englenderne ngdt til at sejle pa abent hav for ikke at blive dreebt af portugisere undervejs. Pa abent hav
navigerer man efter manen, hvorfor det er vigtigt at kende svaret pa spgrgsmalet: Hvad bestemmer manens
bevagelse pa himlen?

Kirken pastod at Herren styrer alt, ogsa himme Irummet. Herren havde bestemt at solen beveaegede sig rundt
om jorden, og i gvrigt var Herrens veje uforudsige lige, s alt vi mennesker kan gare er at tro, bede og ga i
kirke. Tre forskellige kvantitative undersggelser farte imidlertid til den konklusion, at det er jorden, som
bevaeger sig rundt om solen, og ikke modsat.

Brahe bruger et helt liv pa at opmale og tabelleegge planeternes beveaegelse. Kepler samler Brahes tabeller i
sine tre love: 1) Planetbaner er ellipser med solen i det ene breendpunkt. 2) Arealhastigheden er konstant,
dvs. hvor radius er lille er bueleengden stor og omvendt. 3) Forholdet mellem kvadratet pa banens
gennemsnitsradius og kubus pa omlgbstiden er konstant for alle planeter.

Newton regner pa Keplers love: Hvis de gealder for alle ellipser, gaelder de ogsa for cirkler. En
cirkelbevaegelse beskrives ved radius r, hastighed v, acceleration a, omlgbstid T. Der geelder at

v = meter/sekund = (banecirklens omkreds)/omlgbstid = (2**r) meter /T sekunder = (2*z*r)/T, og at

a = (meter/sekund)/sekund = (hastighedscirklens omkreds)/omlgbstid (2*r*v) meter/sekund /T sekunder =
(2*n*V)IT, dvs. a = (2*n/T)*v = (2*n/T)*(2*r/T)*r = (2*r/T)"2*r.

Ifglge Keplers 3. lov kan vi skrive TA2 = ¢ * 3. Indseettes dette fas a = (2*m)"2/(T)"2*r = (2*rn) 2/(c*I"3)*r
= (4*n"2[c)/r"2 = K/r"2.

Sa hvis planetens bevaegelse skyldes en treekkraft fra solen, og hvis en kraft viser sig som en acceleration, sa
ma der findes en tyngdekraft fra solen som aftager med kvadratet pa afstanden. Omvendt kan vi nu antage at
solen treekker i alle planeter med en sadan tyngdekraft, og at denne kraft giver en planet en acceleration a =
k/r"2. Da acceleration er @ndring i hastighed v pr. sekund (a = dv/dt), og da hastighed er &ndring i sted pr.
sekund (v = dr/dt), giver dette anledning til lgsning af to &ndringsligninger: a = dv/dt = k/r"2, og v = dr/dt.
Desvarre findes endringsregning ikke, sa det ma jeg lige forst opfinde. Jeg tror jeg vil kalde
@ndringsregning differentialregning. Men farst vil jeg lave en tabel. Bare jeg dog havde haft Excel til at
udfgre beregningerne!

Det moderne gennembrud. Det er umuligt at overvurdere betydningen af Newtons regnestykke. Dette
regnestykke har erstattet kirker med skoler, og kongehuse med parlamenter. Det har omstyrtet de to gensidigt
stgttende feudalherrer, som indtil da har fastholdt de mennesket i umyndighed, den metafysiske VVorherre og
den fysiske Herremand. Det har vist, at mennesket er myndigt og kan selv.

Newtons regnestykke viser, at kirken ikke har ret, nar den siger, at Herren har bestemt alt og Hans veje er
uforudsige lige, sa alt vi mennesker kan gare er at tro, bede og ga i kirke. Tvaertimod. Det er ikke en
metafysik vilje som virker, men en fysik vilje, en kraft. Og denne kraft og dens virkning kan sattes pa tal og
ligning, og er derfor beregnelig og forudsigelig. S& mennesket skal altsa ikke tro, bede og ga i kirke.
Mennesket skal vide, regne og ga i skole. Viden fortreenger nu tro, og oplysningstiden begynder og forkynder
sin tro: Mennesker er myndige og bgr leve sammen som frie og lige i demokrati. Og slutter med at installere
demokrati i USA og i Frankrig omkring 1780.

Newton lgsriver sig fra traditionen pa tre omrader. Traditionen sagde, at manen beveeger sig mellem
stiernerne — Newton siger at manen falder mod jorden trukket ned af samme tyngdekraft som far ablet til at
falde, og 0gsa ablet vil ga i et evigt cirkulert fald om jorden hvis det fik et tilpas stort puf til siden for det
begyndte at falde, for sa var jorden i mellemtiden krummet vaek. Traditionen sagde, at en kraft skaber en
beveegelse — Newton sagde, at en kraft skaber en bevaegelsesaendring, en acceleration. Traditionen regnede
kun pa tal — Newton bliver derfor ngdit til at udvikle en ny regningsart, &ndringsregning, eller
differentialregning og integralregning.



Beregning af planetbaner i Excel:

Veekstligninger Niveauligninger
ax = -X/r"3
ay = -y/r"3
dvx= ax*dt VX = vXx + d vx
dvy= ay*dt vy = vy +dvy
dx= vx*dt X = X +dx
dy= vyt y= y+dy
r= V(x"2+y"2)
a= 12

Fremgangsmade: 1. Vaelg omradet Slet ovenfortil hgjre, og slet med Delete
2. Veelg omradet Tabel ovenfortil hgjre
3. Teek lodret nedad i den sorte knap nederst til hgjre, eet eller flere trin ad gangen

Solen: | 0 [ o0 |
dt: 0,1

ax ay dvx VX dvy vy dx X dy y r

0 1,10 1 0 1,00

-1,00 0,00 -0,10 -0,10 0,00 1,10 -0,01 0,99 0,11 0,11 1,00
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Far-moderne tro erstattes af mode rne vide nskab. Kort sagt, Newtons beregninger er sa banebrydende, at
de skaber grundlaget for den moderne tidsalder, hvor videnskaben har fortreengt troen. Nar man nu sendte
skibe til Indien skulle man ikke mere ga i kirke for at bede til at i hvert fald nogle skibe kom hjem. I stedet
kunne man regne kursen ud. Oven i kebet kunne man opstille regnestykker der viste hvordan gennem
forsikring kunne veere felles om at dele omkostningerne ved forliste skibe. Man ”vaedede” pa at et skib gik
ned. Kom det hjem var indsatsen tabt. Gik det ned fik man gevinsten som kompensation og kunne sa sende et
nyt skib af sted.

| gsten opdagede engleenderne en hidtil overset vare, bomuld. Bomuld kunne som silke bruges til tgj.
Fortjenesten pa en silkedragt var tusind gange sterre end pa en bomuldsdragt. Til gengeeld kunne der selges
en million gange flere bomuldsdragter, sa et simpe It regnestykke viser, at der er langt stgrre fortjeneste pa
bomuld end pa silke. Oven i kabet kan bomuldsproduktionen flyttes fra Indien til Nordamerikas sydstater, sa
man kan ngjes med at sejle over Atlanten. Og denne engelske bomuld skal ikke tilbyttes med sglv, men med
det der er behov for i bomuldsplantagerne, arbejdskraft. Denne arbejdskraft kan hentes i Afrika som slaver
tiloyttet med vaben og andre maskinfremstillede industrivarer. Endelig kan bomulden byttes med
industrivarer.

Herved opstar den sakaldte trekantshandel, hvor engelske skibe sejler industrivarer til Afrika, slaver til
Nordamerika og bomuld til England, og tjener store formuer ved hver byttehandel. Det er nu ikke lengere
sglv der bruges som byttemiddel, men industrivarer lavet pa engelske maskiner. | England gar fortjenesten
ikke til forbrug af kirker og klostre, men til investering i fabrikker og universiteter.

Skiftet fra sglv til industrivarer og fra forbrug til investering skaber en dobbe It selvforsteerkende
udviklingsspiral, som kaldes den industrielle revolution: Mere fortjeneste giver flere maskiner, der giver flere
industrivarer, der giver flere slaver, der givere mere bomuld, der giver mere fortjeneste osv. Altsa kapitalens
tilvaekst vokser med kapitalen, AK = r*K, eller AK/K =r, altsd samme ligning som i Renassancens italienske
banker. | begge tilfeelde er der tale om eksponentiel veekst. Men i Italien kom efterspgrgselen efter kapital fra
sgivfinansieret luksusforbrug, og fortjenesten formindskedes af mange mellemhandlere. | England forblev
fortjenesten hos de skibe der sejlede rundt i trekanten uden mellemhandlere. Og denne fortjeneste
efterspurgte investeringsvarer, maskiner. Forrentningen var derfor langt starre i England end i Italien,
hvorfor den industrielle revolution ikke kom i handelslandet Italien, men i de nye industrilande, England,
Frankrig, USA, Tyskland osv.

Den nye praksis med at opdele indkomster i forbrug og investering ligger grunden til beregninger pa det
gkonomiske kredslgb, gkonomisk teori.

I industrikulturen er det nu ikke leengere sglv, som skal hentes ud af bjergene, men kul til industriens
maskiner. For kul kan skabe varme, som kan skabe damp til dampmaskinerne. Ogsa dampmaskiner bygger
pa beregning og opfindelse, og farer til fremkomsten af en ny profession, ingenigrerne, de opfindsomme
beregnere, som f.eks. regner pa idealgasligningen for at finde ud af hvordan damptrykket p afhenger af
temperaturen T og rumfanget V og antal dampmolekyler: p*V = n*R*T. R er en konstant, der tjener til at
samstemme enhederne. Ligningen viser to mulige former for dampmaskiner.

Dampmaskiner. Den farste ikke serligt effektive dampmaskine virker ved skiftevis opvarmning og
afkaling, som skaber hhv. hgijt tryk og lavt tryk: Da V og n her er konstant bliver idealgasligningen til p =
k*T. Disse trykforskelle vil sa skubbe pa og treekke i en stang, som kan lgfte vand op fra minegangene. Et
Carnot-regnestykke viser, at den energi man kan fa ud af et sadan Newcomen -dampmaskine er arealet under
p-V kurverne ved hhv. lav og hgj temperatur: E = [(p2 — p1) dV = J(kT2 — kKT1)/V dV = (KT2 — kT1)
In(V2/V1).

Den anden generation dampmaskiner er mere effektive. De holder temperaturen konstant, til gengeeld
varierer bade p, V og n. Et stempel karer op og ned i én cylinder, hvorved rumfanget over og under
cylinderne hele tiden aendres. Samtidig lukkes hele tiden damp ind og ud hvorved n-tallet hhv. stiger og
falder. I topstillingen lukkes damp ind over stemplet, samtidig med at damp lukkes ud under stemplet.
Herved hhv. vokser og aftager n. Trykket vil altsa stige over og falde under stemplet. Nar stemplet beveeger
sig nedad vil rumfanget godt nok vokse, men samtidig lukkes der ekstra damp ind, sa overtrykket bibeholdes
og driver stemplet i bund. Her vender processen. Nu lukkes damp ind under stemplet, og der abnes til det fri
over stemplet. Fra stemplet overfares beveegelsen til et treekhjul, hvorfra beveegelsen via treek-remme kan
overfares til maskiner, bl.a. veevemaskiner som omdanner amerikansk bomuld til kleede fra Manchester.



Den tredje generation af dampmaskiner benyttes pa moderne el-vaerker. Varmen kommer her fra afbraending
af kul, olie eller gas eller fra atomkernereaktioner. Et moderne kraftvaerk bestar af to forbundne cylindre,
som indeholder vand og damp. Pa varmesiden opvarmes vandet til damp hvorved trykket stiger, da bade T
og n stiger uden at &ndre V. Pa koldsiden bruges kelevand til at fortaette dampen til vand, hvorved trykket
falder, da bade T og n falder uden at @ndre V. Herefter pumpes vandet tilbage til varmesiden. Mellem
hajtrykket pa varmesiden og lavtrykket pa koldsiden vil der blese en kraftig vind af damp. I denne blaest
seettes en vindmglle eller turbine op, og denne driver sa en generator som frembringer stram.

Demokratiet, det amerikanske og det franske. Med opdagelsen af at tro kan erstattes af viden faglger
oplysningstiden med dens tro pa, at mennesket er umyndigt og ikke behgver formyndere hverken i form af
metafysiske herrer, guder og en fysisk herrer, konger. Mennesker kan styre sig selv gennem demokrati. |
lzbet af 1700 tallet installeres demokratiet to steder, i USA og i Frankrig. USA var en nyt land uden
formyndere til at bekeempe demokratiet, og USA har da ogsa stadig deres farste republik.

Det franske demokrati var derimod omgivet af autokratier, som sggte at kvaele det. Den franske republik
matte derfor keempe hardt for sin overlevelse, og er i dag naet op pa den femte republik. Frankrig
mobiliserede derfor hele befolkningen bl.a. gennem uddannelse pa eliteskoler, isar polytekniske skoler hvis
ingenigrerne blev uddannet til krigsingenigrer, som kunne bygge broer til hurtig troppetransport, og anlegge
store befaestningsanleg rundt om byer. Man matte derfor indfare betegnelsen civilingenigr for dem der ikke
arbejdede med krigsopgaver.

De franske eliteskoler sggte hele tiden at vaere forud for de andre lande, og det er pa disse skoler at
alternativet til dampmaskinen, elektromotoren udvikledes. Danskeren @rsted opdager at en elektrisk strgm
pavirker en magnetnal. Men hvor danskeren sa en abenbaring af skjulte sammenhzange i en romantisk natur,
sa franskmandene en ny naturkraft ved siden af tyngdekraften og dampkraften, en elektromagnetisk kraft.
For nar én ledning kan pavirke en magnetnal, kan mange ledninger opviklet i en spole virke som en staerk
magnet, som kan treekke i en anden spole. Kort sagt, stram traekker i stram. Ogsa sammenhangen mellem
elektricitet og magnetisme udtrykkes i forskellige formler, der til sidst samles i Engleenderen Maxwells fire
elektrodynamiske ligninger: [D dS = Jp dV, [B dS =0, [E d1= - [6B/at dS, [H dl = - [(j+&D/ét dS.

Med elektriciteten til radighed kan bevaegelsen pumpes ud i alle afkroge af samfundet, og produktionen
behgver nu ikke mere forega i neerheden af dampmaskinen. Industrisamfundet bliver til et forbrugersamfund,
hvor mange virksomheder konkurrerer pa et marked, og derfor kun kan overleve hvis man er i stand til at
maksimere sin fortjeneste og minimere sine omkostninger: Hvis jeg nedsatter stykprisen x vil jeg tjene
mindre per enhed, men til gengeeld kan jeg afsette flere enheder, sa hvad skal jeg gare? Indtjening = Stykpris
* styktal = x*(b-a*x) = -a*x"2 + b*x, dvs. en nedadkrummende parabel med toppunkt i x = (-b)/(-2*a) =
Yo*bla. Dvs. jeg skal nedseette prisen indtil det halve af forholdet mellem den maksimale afseetning b og
marginaltabet a.

Operationsanalyse. Optimeringsbehovet farer til nye regnemetoder, som kaldes beslutningsteori og
operationsanalyse, hvor iseer spilteori og lineser programmering bliver meget brugt.

| spilteori er et typisk problem: Jeg har valget mellem to strategier A og B, og min modspiller har valget
mellem strategierne C og D. Vi kan saledes havne i fire forskellige situationer med hvert deres udbytte,
A,C:10 0g AD:-10 0og B,C:-5 og B,D 5. Vi er begge ngdt til at blande vore strategier for at modspilleren
ikke kan udnytte sin viden til at udbytte den anden. Jeg vaelger derfor strategien A X% af gangene, og min
modspiller veelger derfor C y% af gangene. Udbyttet bliver da P = 10*x*y — 10*(1-X)*y — 5*x*(1-y)

+ 5%(1-xX)*(1-y) = 5 — 10*x — 15*y + 30*x™*y. Dette er en todimensional saddelkurve, hvor vi vil fastholde
hinanden i saddelpunktet, som findes ved at skeere yderlinierne hvor x = 0 hhv. 1, og hvor y = 0 hhv. 1.
Herved findes at x =% 0g y = 1/3. Dvs. jeg skal vaelge A nar mgnten siger plat, og min modstander skal
valge C nar terningen viser 1 eller 6.

| lineger programmering er et typisk problem: Jeg har en bestemt kapital at investere i forskellige typer
ravarer med hver deres omkostning og hver deres indtjening, men produktionen er underkastet en raekke
begraensninger bestemt af produktionsapparat, knaphed, traktater, mm. Sa hvad er den optimale
investeringsforde ling under de given begraensninger? Eksempel: P4 markedsdagen har jeg 1200 kr. til at
investere i x kasser vand & 25 kr. og y kasser gl & 100 kr. Jeg kan kun na at afsette 21 kasser, og reglerne har
sat et maksimum ved 15 kasser vand og 10 kasser gl. Min indkomst pr. kasse vand og @l er hhv. er 80 kr. og
120 kr. Mit mulighedsomrade er da en 6kant begraenset af 6 lofts-linier, vand-loft: x = 0 og x = 15, gl-loft: y
=0o0gy = 10, afsatningsloft: x+y = 21, kapitalloft: 25*x + 100*y = 1200. Indenfor dette mulighedsomrade
skal indkomsten P = 80*x + 120*y maksimeres. P giver anledning til en rekke niveaulinier y = -2/3*x +



P/120, som forskydes mod hgjre for voksende P-veerdier. P vil da veere maksimal i et af sekskantens hjarner,
som derfor udregnes ved at skeere hjgrnets kantlinier. Det viser sig sa at lgsningen ligger hvor

afsaetnings loftet mgder kapitalloftet i x=12 og y=9. Den maksimale profit bliver derfor P = 80*x + 120*y =
80*12 + 120*9 = 2040.

Computeren. Tidligere blev algebraen kun fodret med geometriske problemer, og da havde ligningerne kun
tre ubekendte, som sagtens kunne lgses pa papir. | operationsanalysen repreesenterer de variable ikke mere
koordinater i et tredimensionalt rum, men varetyper. Dvs. nu opstar regneproble met: Hvordan lzses mange
ligninger med mange ubekendte? Dette blev seerlig aktue It under anden verdenskrig, hvor den amerikanske
produktion skulle optimers og transporteres til forskellige kamppladser. Der blev udviklet en speciel metode
til beregning af mange ligninger med mange ubekendte, simpleks-metoden, der dog var s tidskreevende at
der opstod et behov for en stor regnemaskine til at lase mange ligninger. Dette fgrte til udviklingen af den
elektroniske regnemaskine, hvor vi bruger elektroner til ikke kun at bare energi, men nu ogsa til at bere
information.

Hermed er grunden lagt til den senere udvikling af computeren, beregneren. Som senere igen bliver brugt
som en elektronisk informationsbehandler. Dermed opstar den kunstige hjerne som aflgser det moderne
maskinbaserede industrisamfund med et postmoderne computerbaseret informations samfund, hvor
mennesket er fritaget for rutinearbejdet. Dette geelder ogsa inden for regnefaget Med fremkomsten af staerke
lommeregnere bliver det ikke menneskets opgave at konkurrere, men at samarbejde med regneteknologien:
Mennesket opstiller, vurderer og redigerer ligninger, og maskinen lgser dem. Da computeren kun kan teelle
digitalt i toere ma menneskets titalssystem oversattes til et totalssystem eller til et 2*2*2*2 dvs. 16-
talssystem eller hexadecimalsystem: T = (29)10 = (11101)2 = (1D)16

1.2 Sprogteori, sproghuset, talesprog og talsprog
Vi kan sette ord pa ting, vi kan itale-seette ting med vort talesprog - og vi kan satte tal pa ting, vi kan ital-

seette ting i talsproget. Ord kan danne sztninger - tal og regningsarter kan danne tal-sztninger (regnestykker,
formler, ligninger). Satninger kan danne fortellinger, kvalitativ litteratur -ligninger kan danne
beregningsfortellinger, kvantitativ litteratur (scenarier, modeller). Kort sagt, verden kan beskrives med ord-
setninger i tale-sproget, og med tal-seetninger i tal-sproget.

Men ogsa satninger kan beskrives af et serligt sprog, over-sproget, meta-sproget, grammatikken.
Talesprogets grammatik saetter ord pa seetninger, ord som navneord, grundled mm. Talsprogets grammatik,
matematik, setter ord pa ligninger, ord som tal, regningsart, regnestykke, funktion mm.

Inden for talesproget bruges talemaden talesprogets grammatik”, hvorfor vi ”selvfolgelig” lerer talesproget
for vi lerer talesprogets grammatik, for hvordan kan vi forsta talesprogets grammatik hvis vi ikke kender
talesproget”?

Inden for talsproget kunne vi bruge taleméden “talsprogets grammatik, matematik”, og vi ville da
”selvfolgelig” lere talsproget for vi lerer talsprogets grammatik, ”for hvordan kan vi forsta talsprogets
grammatik hvis vi ikke kender talsproget”?

Inden for talsproget kunne vi altsa sige at “talsproget skaber sin grammatik, matematik™. Men i stedet vender
vi tingene pa hovedet ved at tale om at “’talsproget anvender sin grammatik, matematik”, og vi vil da
”selvfolgelig” leere grammatikken for vi leerer talsproget, “’for hvordan kan vi forsta grammatikkens
anvendelse hvis vi ikke kender grammatikken”? ”Hvordan kan vi forstd matematikkens anvendelse hvis vi
ikke kender matematikken”?

Historisk er bade talesproget og talsproget opstaet far deres grammatik. Dette respekterer
talesprogsundervisningen ved at undervise i sprog fer grammatik. Talsprogsundervisningen ger det modsatte
og underviser i grammatik fgr sprog. Historisk er matematikkens begreber opstaet nedefra som abstraktioner,
men i undervisningen prasenteres de oppefra som eksempler. Et abstrakt begreb defineres ud fra et endnu
mere abstrakt begreb som nar 1700tals begrebet ’funktion” defineres som et eksempel pa en
meengderelation, dvs. som et eksempel pa et 1900tals begreb. Nar den historiske reekkefglge vendes pa
hovedet, at det ikke mere matematik vi arbejder med men ”omvendt matematik”, som burde kaldes ’meta-
matik” istedet for mate-matik.

Kort sagt talemader bestemmer handlemader, og stivnede talemader forfarer os til at tro at der ikke findes
andre talemader, at de er naturligt og ikke politisk korrekte, jf. eventyret om Askepot.



De to sproghuse

Matematik nedefra: Matematik oppefra:
Genstandsled Regnestykke Regningsarter Regningsarter
. opsamler og opdeler enkelttal i totaler er eksempler pa funktioner

META-SDro Udsagnsled Lighedstegn (Algebra: genforening) som er eksempler pa relationer META
MELA-S0rog Grundled Tal Regningsarter som er eksempler pa mangder “Sprog

Grammatik opsamler variable konstante
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Personer, arbejde | Punkter geometri Regneskema:
TALE-sprog lykke, drgmme Partikler fysik a="? T=c+a*b TAL-sprog
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1.3 Tal teeller, ord forfagrer

Blyants-dilemmaet siger: Anbragt mellem en lineal og en ordbog kan en blyant selv udpege sin lengde, men
ikke sin betegnelse. Ting kan optelle og italseette sig selv - men ting kan ikke navngive eller italesette sig
selv. Ting kan selv falsificere taludsagn som “tingen har en lengde pa 12.3 cm” - ting kan ikke selv
falsificere taleudsagn som dette er en blyant”. Taludsagn kommer af naturlig korrekthed og kan valideres af
en naturlig autoritet, seetningens grundled - ordudsagn kommer af politisk korrekthed og kan kun valideres af
en politisk autoritet, seetningens leeser. Taludsagn kan afgares i laboratoriet, og kan aldrig appelleres -
ordudsagn afgares i retssalen gennem en afstemning, og kan altid appelleres. Tal kan bere sandhed - ord kan
kun baere fortolkning, der praesenteret som forskning bliver til forfgrelse.

At ordudsagn altid kan veere anderledes afslares under retsalens krydsforhgr. Der findes derimod ikke kryds-
forhar og afstemning i laboratoriet, for taludsagn og beregninger udtrykker en uomgaenge lig ngdvendighed og
autoritet. Derimod kan regneudsagn lige som setninger veere af tre forskellige typer, fakta, fiktion og fidus.

1.4 De 3 genrer: Fakta, fiktion og fidus
Bade kvalitativ og kvantitativ litteratur kan opdeles i tre genrer: Fakta, fiktion og fidus.

Kvalitative genrer, eksempler:
Fakta: DA Kebenhavn ligger pa Sjelland, SA ligger den lavt”
Fiktion: "HVIS Kebenhavn 14 i alperne Sjelland, SA 14 den heijt”.

Fidus: "HVIS Kebenhavn ligger forst 1 s@tningen, sé ligger den lavt.”

Kvantitative genrer, eksempler:
Fakta. Fakta er "DaSa” beregninger, som kvantificerer det kvantificerbare, og beregner det beregnelige:
“DA prisen er 4 kr./kg, SA koster 6 kg 6*4 =24 kr.”.

DaSa beregninger kunne ogsa kaldes FritFalds-beregninger: ”DA accelerationen er 9.8 m/s”2, SA vil
hastighedstilveeksten pa 5 sekunder veere 5%9.8 = 49 m/s”.

Eller Rum-beregninger: ”DA rummet har dimensionerne 3mx4mx5m, SA er rumfanget V = 3mx4mx5m =
60 m"3”.

Fakta-beregninger kontrolberegnes: T = 3 kg. & 4 kr./kg. = 3*4 kr. = 15 kr., hov regnefejl, T = 12 kr.
Et eksempel er regnefejlen som fik marssonden Mars Climate Orbiter til at falde ned: 2 cm+3 tommer=5 cm

Fiktion. Fiktion er "HvisSa” beregninger, som kvantificerer det kvantificerbare, og beregner det
uberegnelige: “HVIS indkomsten er 4 mio$/ar, SA vil 6 ars indkomst vare 64 = 24 mio$”.

HvisSa beregninger kunne ogsa kaldes Affalds-beregninger: "HVIS affaldsmangden er 9.8 kg/dag, SA vil
arbejdsugens affald vere 5%9.8 =49 kg”.

Eller Rate-beregninger: "HVIS vaekstraten er 3% pr. ar, SA vil den samlede veakstrate efter 5 ar vare 15.9%,
da 103%"5 =115,9%".

Fiktions-beregninger scenarieberegnes: Indkomsten skannes at ville ligge mellem 4kr./dag og 5kr./dag, sa 3
dages indkomst vil ligge mellem 12 kr. og 15 kr., da T =3 dage & 4 kr./Jdag =3*4 =12 kr.,og T =3 dage 4 5
kr./dag = 3*5 = 15 kr.

Fidus. Fidus er "HvadSa” beregninger, som kvantificerer det ikke-kvantificerbare: “HVIS konsekvensen K =
“brackket ben” szttes til 2 mio.$, og HVIS sandsynligheden S szttes til 30%, SA vil risikoen vare R = K*S

= 2*0.3 = 0.6 mio.$. Og HVADSA? Hvem siger at et braekket ben koster 2 mio. kr.? Og hvem siger at
sandsynligheden for at braekke et ben overhovedet kan males?”

HvadSa beregninger kunne ogsa kaldes Dgdsfalds-beregninger: "HVIS omkostningen ved en gravplads er 10
kr./dag, og omkostningen ved en hospitalsplads er 10.000 kr./dag, SA er det billigere at have folk liggende
pa kirkegarden end pa hospitalet. Og HVADSA, betyder det at hastighedsgransen sé skal sattes op til 200
km/time for at spare penge?”

Eller Risiko-beregninger: "HVIS vi kan @ge sandsynligheden for dedsfald og mindske sandsynligheden for
kveestelse, SA vil risikoen ved skoleve jen kunne nedseettes. Og HVADSA betyder det at vi skal nedlegge
fodgengerfeltet?”

Fidus-beregninger afvises og henvises til kvalitativ behandling: “Risiko = 30%*5mio. Og HVADSA, en
oplysningskampagne kan nedsatte sandsynligheden, og hvem siger at et brackket ben koster 5 mio. kr.?”
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1.5 Klassiske tekstopgaver

1.5.1 Eksempler pa& babylonske matematikopgaver
B1. Giv mig et tal som sammenlagt med sin reciprok giver tallet b.

B2. Jeg har ganget lengden med bredden og faet arealet 10. Jeg har ganget leengden med sig selv og faet et
areal, som er det samme som hvis jeg ganger forskellen pa leengden og bredden med sig selv og med 9.

B3. En mand kan grave 3 stader graft pd 1 dag. Hvor mange mend skal jeg bruge for at grave 100 stader
graft pa 6 dage?

B4. Hvor mange mane-maneder pa 29 dage skal der til for at give et helt antal solar pa 365 dage?

B5. Forholdet mellem arealet og omkredsens kvadrat er 12 for en cirkel.

1.5.2 Eksempler pa& aegyptiske matematikopgaver
/gypterne skrev pa papyrus. Der er to bevarede papyrus-skrifter fra ca. 1700 f.Kr., Rhind papyrus i London
og Moskva-papyrus i Moskva. Begge indeholder problemer og deres lgsning, 85 pa Rhind, og 25 pa Moskva.

/1. En mangfoldighed sgges sa 2/3 af den, ¥ af den, 1/7 af den og den selv tilsammen er 33.

/2. Af 2 tander middelgod korn kan laves 5 flasker almindeligt gl. Af 3 tander god korn kan laves 8 flasker
almindeligt gl. 3 flasker god @l svarer til 2 flasker sterkt gl. Hvor meget korn skal bruges til at lave 20
flasker almindeligt g1? Og til at lave 30 flasker steerkt g1?

/E3. En trekant har arealet A =%2*side*side. En cirkel har arealet A = (8d/9)"2, hvor d er diameteren. Arealet
af en firkant med modsatte sider a og b, hhv. ¢ og d er A = (a+b)/2*(c+d)/2, hvilket ogsa geelder hvis d=0.

/4. Rumfanget af en afskaret kegle til vand er V = h/12 * (3*(D+d)/2)"2, hvor h er hgjden og (D+d)/2 er
den gennemsnitlige omkreds. Rumfanget af en afskaret pyramide med kvadratisk grundfalde er V = h/3 *
(@"2 + a*b + b"2), hvor h er hgjden og a og b er sidelengderne for oven og for neden.

/5. Aret gar fra den farste dag, hvor Sirius er synlig i horisonten lige far solopgang. Dette giver en kalender
med 365 dage, som opdeles i 12 maneder 4 30 dage plus 5 dage til sidst. Der medtages ikke skuddag hver
fjerde ar. Denne kalender blev overtaget af Julius Casar, som dog tilfajede en skuddag.

/6. Byg en pyramide af kubiske sten, som skal lgftes af en lgftestang. 1 mand kan lafte en sten, hvis stangen
er 30 meter lang. Hvor mange maend skal lgfte, hvis stangen kun er 12 meter lang?

1.5.3 Proportionalitet

Proportionalitetsopgaver forekommer overalt hvor der skal veksles om mellem to forskellige typer enheder,
altsa opgaver hvor der er et konstant pr.tal mellem to enheder. Dvs. situationer hvor en mangfoldighed kan
dobbe tbundtes og opteelles i to forskellige enheder.

Ligefrem (indkebsopgaver) Omvendt (grefteopgaver)
Spargsmal |3 kg. =4 kr. 5 mand graver en graft pa 7 dage
5kg. =? kr. 3 mand graver en graft pa ? dage
? kg. = 10 kr. ? mand graver en gragft pa 4 dage.
Svar T =5Kkg. = (5/3)*3 kg. = (5/3)*4 kr. = 6.67 kr. Mand-dage = 5*7 = 35 = (35/3)*3 = 11.67*3
T =10 kr. = (10/4)*4 kr. = (10/4)*3 kg. = 7.5 kg. | Mand-dage = (35/4)*4 = 8.75*4

1.5.4 Standardopgaver
Ved lgsning af de klassiske standardopgaver benyttes falgende fremgangsmade:

Lav en hurtig gennemlaesning for at se, hvilken type opgave det er.
Find spgrgsmalstegnet, som viser hvad den ubekendte x er.

Huvis der er flere ubekendte, lad altid x veere den mindste ubekendte. Den anden kan da enten udtrykkes ved
X, eller kaldes vy.

Omformuler teksten, s& den begynder med ”Lad x = <f.eks. kilo-tallet>", og brug kun ordet ’er’, som kan
oversattes direkte til lighedstegnet *=’.

Oversat opgaven fra tekst til ligninger, las ligningerne, og overseet tilbage.
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Type 1 styktals-opgaver

Typel.l talproblemer
Problem: ”To tal har summen 72, og det ene er dobbelt sa stor som det andet. Hvilke tal er det?

Tekst Tal SVAR| Ligning
Tall xX=? 24|y +y =72
Tal2 y = 2*X 48| X + 2*X =72
3*x =72
X =7213=24

Typel.2 mgntopgaver
A betaler en regning pa 210 kr. med tre typer mgnter: lere, 2ere og 5ere. Der er 4 gange sa mange lere som

2ere, og 20 feerre 2ere end 5ere. Hvor mange manter af hver type blev brugt?

Tekst Tal SVAR| Ligning

Sere X=7? 30| x*5 + (x-20)*2 + 4*(x-20)*1 =210

2ere x-20 10[5*x + 2*x — 40 + 4*x — 80 =210

lere 4*(x-20) 40| 11*x =210+ 120
X =330/11
X =30

Typel.3 aldersopgaver
A er 4 gange sa gammel som B. For 5 ar siden var A 7 gange sa gammel som B. Hvor gammel er A og B nu?

Tekst Tal SVAR| Ligning
B’saldernu |[x=7? 10| 7*(x-5) =4 -5
A’saldernu | 4*X 40| 7*x - 35 =4*x-5
B’salderda |x-5 T*X — 4*X =-5+35
A’salderda |4*x-5 3*X =30
X =30/3
X =10
Typel.4 geometriopgaver
Et rektangel har en omkreds pa 224 meter. Laengden er 4 meter kortere end 3 gange bredden. Hvad er lengde
og bredde?
Tekst Tal SVAR| Ligning
Bredde X =? meter 29 | 2*x + 2*(3*x-4) =224
Laengde 3*x-4 meter 83| 2*x + 6*x — 8 =224
8*x =224 +8
X =232/8
X =29

Typel.5 veegtstangsopgaver
A, B og C satter sig pa en vippe, B og C pa samme side. De vejer hhv. 100kg, 80 kg. Og 40 kg. A og B
sidder begge 3 meter fra omdrejningspunktet. Hvor skal C sidde for at der bliver ligeveegt?

Tekst Tal SVAR| Ligning
C’s meter-tal X=7? 1.5/100*3 = 80*3 + 40*x
A’s bidrag 100*3 300 = 240 + 40*x
B’s bidrag 80*3 300 — 240 = 40*x
C’s bidrag 40*x 60/40 =X

15 =X

Type 2 pr.tals-opgaver
| pr.tals opgaver skal pr.tal altid omregnes til styktal for ligningen kan opstilles.

Type2.1 rejseproblemer

Problem21: Togl karer fra A til B med hastigheden 40 km/t. To timer senere karer tog2 karer fra A til B
med hastigheden 60 km/t. Hvornar overhaler tog2 tog 1?
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Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR]| Ligning

Timetallet X=7? 41 40*(x+2) = 60*X

Hastighedl |40 km/t 40*x +80  =60*x

Hastighed2 |60 km/t 80 = 60*Xx — 40*x = 20*x
Km-tall 40*(x+2) km 2401 80/20 =X

Km-tal2 60*x km 240 |4 =X

Problem22: Togl karer fra A til B med hastigheden 40 km/t. Samtidig karer tog2 kerer fra B til A med

hastigheden 60 km/t. Hvornar mgdes de to tog, nar afstanden fra A til B er 300 km?

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR] Ligning

Timetallet X=7? 4140*x + 60*x =300
Hastighedl |40 km/t 100*x = 300*x
Hastighed2 |60 km/t X = 300/100
Km-tall 40*x km 120|x =3
Km-tal2 60*x km 180

Problem23: | en motorbad tager samme afstand 3 timer modstrgms, og to timer medstrams. Hvad er badens
fart, nar strammens fart er 5 km/t?

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR| Ligning

Fart X =7? km/t 25| km = km/t*t = (x-5)*3 = (x+5)*2

Fart modstrams | x — 5 km/t 20| 3*x-15 =2*x+10

Fart medstreams | x + 5 km/t 30| 3*x-2*x =10+15

Sejltid 3 timer X =25

Type2.2 blandingsopgaver

? Liter 40% alkohol + 3 liter 20% alkohol giver ? liter 32% alkohol

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR| Ligning

Liter-tallet x =7 liter 45]0.4*x + 0.2*3 = 0.32*(x+3)

Liter-tal3 x+3 liter 75(0.4*x + 0.6 =0.32*x + 0.96

Alkoholl 40% 0.4*x liter 0.4*x - 0.32*x =0.96- 0.6

Alkohol2 20% 0.2*3 liter 0.08*x =0.36

Alkohol3 32% 0.32*(x+3) liter | x =0.36/0.08
X =45

Type2.3 finansopgaver

A investerer en tipsgevinst pa 400.000 kr. pa falgende made: Noget settes til forrentning til 3% p.a., resten
seettes i 8% obligationer. Hvor meget investerede han i hver nar det arlige udbytte er 20.000 kr?

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR | Ligning

Bank i tusinde X =7 kr. 240 | 3%*x + 8%*(400-x) =20
Obligationer 1 tusinde x+3 kr. 160[0.03*x + 32 — 0.08*x =20

Rente i bank 3% 32-20 = 0.08*x— 0.03*x
Rente pa obligationer 8% 12 = 0.05*x
Bankens bidrag 3%*x kr. 12/0.05 =X
Obligationernes bidrag 8%*(400-x) kr. 240 =X

Type2.4 arbejdsopgaver

A kan grave en grgft pa 4 timer. B kan grave samme graft pa 3 timer. Hvor lang tid tager det at grave den

sammen?

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR] Ligning

Tid X = ? timer 12/7|Ya*x + 1/3*x =1
A’s fart 174 grafift W+ 13)*x =1
B’s fart 1/3 greft/t 7112*X =1
A’s bidrag Ya*x X =12/7
B’s bidrag 1/3*x
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1.6 Klassiske fysikopgaver

1.6.1 Mekanikopgaver

M1. En bold falder fra toppen af en skyskraber (der ses bort fra luftmodstanden). Efter 0 sekunder er bolden i
300 meters hgjde. Efter 5 sekunder er bolden i ? meters hgjde. Efter ? sekunder er bolden i 0 meters hgjde.
Hvad er nedslagshastigheden?.

Hgjde efter 5 sek.: Nedslagstid: Nedslagshastighed:
s =7? meter |s=%*g "2 t=7 sek. S = 1o*g*th2 v=?mls v =g*t
T=5sek. |s=1%*9.8*5"2 s=300m 2*s/g =t"2 t=7.82sek. [v=9.8*7.82
g=9.8 s = 123.7 meter g=98 V(2%s/g) =t g=98 v =76.6 m/s
m/s"2 m/s"2 \(2*300/9.8g) = t m/s"2

H =300-123.7 7.82 sekunder =t
Heojde =? |[H=177.3m

M2. En bold skydes lodret op med en begyndelseshastighed pa 30 m/s (der ses bort fra luftmodstanden).
Efter 5 sekunder er bolden i ? meters hgjde. Efter ? sekunder er bolden i 40 meters hgjde. Efter ? sekunder er
bolden i maksimalhgjden?

Hejde efter 5 sek.: Tid til 40 m:

S =7 meter S = Yo*g*th2+vo*t t=7 sek. S = ¥ g*t"2+vo*t
t=5sek. S = -15*9.8*5"\2+30*5 s=40m. 40 = -4.9%t"2+30*t
g=-9.8m/s"2 |s=27.5meter g=-9.8m/s"2 |4.9*%t"2-30*t+40=0

vo =30 m/s vo = 30 m/s t = 1.96 og 4.16 sekunder
Stigtid indtil hastighed = 0: Stighgjde:

t=7 sek. vV = g*t+vo s =? meter S = X g*t"2+vo*t
v=0m/s (v-vo)/g =t t=3.1sek. s = -15*9.8*3.1"2+30*3.1
g=-9.8m/s"2 |[(0-30)/(-9.8) =t g=-9.8m/s"2 |s=45.9 meter

vo =30 m/s 3.1 sekunder =t vo =30 m/s

Opgavens hgjde-del kan ogsa regnes som en opgave i omsatning af energi fra bevaegelsesenergi til
beliggenhedsenergi:

Stighgjde h =7 meter Ep =Ek

Stigtid t=3.1sek. m*g*h = Y2*m*v/~2
Acceleration g=-9.8 m/s"2 h =%*v"2/g
Begyndelseshastighed vo = 30 m/s h = %2*3072/9.82
Beveegelsesenergi Ek = 2*m*v/2 h = 45.8 meter
Beliggenhedsenergi Ep = m*g*h

M3. En person pa 100 kg udfarer et Bounty-spring fra en bro (der ses bort fra luftmodstanden). Der er 220
meter ned. Fadderne er feestnet i et tov pd 120 meter, som er feestnet i en fjeder med fjederkonstant k = 100
N/m, svarende til at 10 kg kan forleenge fjederen 1 m. Hvor langt kommer personen ned? Hvad hvis personen
vejede 150 kg?

Fjederudstraekning X =? meter Ef=Eb
Falddistance d = 120+x Yo*k*x"2 = m*g*h
Acceleration g=-9.8 m/s"2 X2 = 2*m*g*h/k
Bevagelsesenergi Ek = Y*mvA2 x =V(2*m*g*h/k)
Beliggenhedsenergi Ep = m*g*h X = V(2*100%9.82*120/100)
Fjederenergi Ef = 12*k*x"2 X =48.5

d = 120+48.5 = 168.5 meter

M4. En person gynger i en gynge (der ses bort fra luftmodstanden). Gyngestativet er 4 m hgjt og
snoreleengde er 3 m. Hvad er svingningstiden? | yderstillingen er udsvinget 50 grader. Hvad er
maksima Ihastigheden? Hvor langt er springet hvis afsettet sker i nederste position?

Svingningstid T = ? sekunder T =2** \N(l/g)
Snoreleengde [=3m T = 2** N(3/9.82)
Acceleration g=-9.8 m/s"2 T = 3.47 sekunder
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Stig-hgjde ved 50 graders udsving: Mak simalhastighed ved O graders udsving:

s =? meter s=1-Icosv v =? m/sek. Ek=Ep
| = 3 meter s = 3 —3*cos50 h=107m *m*v/2 = m*g*h
v =50 grader s = 1.07 meter g =9.8 m/s"2 VA2 = 2*g*h
v =\(2*g*h)
v ="(2%9.82*1.07)
v = 4.58 meter/sekund

Faldtid ved O graders udsving: Springleengde ved 0 graders udsving:
t = ? sekunder s = 1o*g*t"2 s =7 meter s =V*
s=4-3=1meter |2*s/g=t"2 v =4.58 m/s s = 4.58*0.45
g=9.8 m/s"2 \(2*s/g) =t t=0.455s s = 2.06meter

V(2%1/9.82) = t
0.45 sekunder =t

1.6.2 Andre mekanikopgaver
MB5. En kugle med massen 3 kg og hastighed4 m/s stader elastisk ind i en kugle pa 2 kg og hastighed 5 m/s.
Vinklen mellem de indgdende retninger er 180 grader. Hvad er kuglernes hastighed efter ssmmenstadet?

M6. En kugle med massen 3 kg og hastighed4 m/s stader uelastisk ind i en kugle pa 2 kg og hastighed 5 m/s.
Vinklen mellem de indgdende retninger er 180 grader. Hvad er kuglernes fzlles hastighed efter sammenstadet?

M?7. En kugle med massen 3 kg og hastighed4 m/s stader elastisk ind i en kugle pa 2 kg og hastighed 5 m/s.
Vinklen mellem de indgaende retninger er 40 grader. Hvad er kuglernes hastighed efter sammenstgdet? Hvad
er vinklen mellem de udgaende retninger?

M8. En kugle med massen 3 kg og hastighed4 m/s stader uelastisk ind i en kugle pa 2 kg og hastighed 5 m/s.
Vinklen mellem de indgaende retninger er 40 grader. Hvad er kuglernes felles hastighed efter
sammenstgdet? Hvad er kuglernes feelles retning efter sammenstadet?

M9. En person pa 100 kg sidder med en 20 kg tung bold pa en glat flade. Pludselig smider han kuglen veek sa
kuglen far hastigheden 4 m/s. Hvilken hastighed far personen?

M10. En kugle pa 5 kg slynges rundt i en cirkel med radius 3 m. Svingningstiden er 1.3 sekunder. Hvilken
treekkraft udever kuglen? Hvilken hastighed har kuglen? Snoren springer, og kuglen falder 2 meter lodret for
den rammer jorden? Hvor langt beveeger den sig i vandret retning? Med hvilken hastighed rammer den
jorden?

M11. Hvor meget energi er der i en roterende stang med leengde 2 m og massen 3 kg, nar rotationstiden er 4 s?

M12. Hvor meget energi er der i en roterende cirkuler skive med radius 2 m og massen 3 kg, nar
rotationstiden er 4 s?

M13. Hvor meget energi er der i en roterende kugle med radius 2 m og massen 3 kg, nar rotationstiden er 4 s?

1.6.3 Varmelaereopgaver

I en beholder befinder der sig 3.26 kg is ved temperaturen —25 grader celsius. Isen opvarmes med en
dypkoger med effekten 500 watt. Hvor mange sekunder skal dypkogeren veere teendt for at opvarme isen til 0
grader celsius? Herefter er dypkogeren tendt i 3 minutter. Hvor mange kg is smelter? 3.26 kg vand opvarmes
fra 0 grader celsius til 80 grader celsius pa 426 sekunder. Hvad er dypkogerens effekt? Hvor mange kg vand
kan fordampes pa 215 sekunder hvis dypkogerens effekt er 1500 watt?

1.6.4 Trykleereopgaver

| en beholder pa 30 liter findes 0.234 kg vanddamp ved en temperatur pa 110 grader celsius. Hvad er
trykket? Temperaturen stiger til 150 grader celsius. Hvor mange procent stiger trykket? Beholderen udvides
til 40 liter. Hvor mange procent falder trykket? 0.1 kg vanddamp slippes ud. Hvor mange procent falder
trykket? Temperaturen stiger nu indtil trykket er vokset med 30%. Hvad er sluttemperaturen?

1.6.5 Elopgaver

To apparater A og B er anbragt i serie i et kredslgb, som er forsynet med strem af en joulekilde pa 12 volt. A
bestar af to apparater C og D anbragt paralle t. Hvor mange watt modtager apparaterne B, C og D, nar de har
falgende modstande, B: 100hm, C: 15 ohm, D: 20 ohm.
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1.7 Klassiske kemiopgaver
Ethan-gas forbreendes med ilt og producerer kuldioxid og vand. Hvor meget? (Stgkiometri)

proces Ethan C2H6 |+ | Oxygen O2 - | Kuldioxid CO2 [+ Vand H20
symboler 2 C2H6 + 702 > 4 CO2 + 6 H20
stofmaengde 2 7 4 6 mol
Masse 2*30 =60 7*32 =224 4*44 = 176 6*18 =108 gram
Volumen 2*24 = 48 7*24 = 168 4*24 = 96 0.108/1=0.108 | liter
40 gram ethan + ? gram ilt -> ? gram kuldioxid + ? gram vand
40 gram ethan = (40/60)*60 gram ethan = (40/60)*224 gram oxygen = 149 gram oxygen
= (40/60)*176 gram kuldioxid =117 gram kuldioxid
= (40/60)*108 gram vand =72 gram vand
40 liter ethan + ? gram ilt -> ? mol kuldioxid + ? gram vand
40 liter ethan = (40/48)*48 liter ethan = (40/48)*224 gram oxygen = 187 gram oxygen
= (40/48)*4 mol kuldioxid = 3.33 mol kuldioxid
= (40/48)*108 gram vand =90 gram vand
3.6 mol ethan + ? gram ilt -> ? liter kuldioxid + ? mol vand
3.6 mol ethan = (3.6/2)*2 mol ethan = (3.6/2)*224 gram oxygen = 403 gram oxygen
= (3.6/2)*96 liter kuldioxid =173 liter kuldioxid
= (3.6/2)*6 mol vand =10.8 mol vand

1.8 Klassiske spilopgaver

1.8.1 Uforudsigelige spil, hasard
S1. En tipskupon kan falde ud pa 3~13 forskellige mader.

S2. Lotto er en klumpudtagning. Et udtag af 5 tal blandt 20 kan derfor falde ud pa K(20,5) forskellige mader.

S3. I spillet 21 far man kort indtil man stopper eller passerer 21. Kortet teeller hvad der star, billedekort 10,
es Leller 11. Hvis man far over 21 er man ude. Jeg har 16 skal jeg stoppe? Jeg kan bruge hgjst en femmer.
Antallet af brugbare kort er 4*5 = 20 ud af 52 kort. Der er da 38% chance for fa noget brugbart. Forudsat alle
kort er i bunken hvad de naturligvis ikke er. Sa denne beregning siger ikke meget med mindre jeg ved hvilke
kort der er tilbage.

S4. Mini-poker. To spillere A og B indskyder hver a kr. i puljen. De far hver et kort, farst A sa B. De rade
kort er H-kort (hgje), de sorte er L-kort (lave). 1) A valger ”SE”: Det hojeste kort vinder puljen, ellers deles
puljen. 2) A vaelger "MER” ved igen at leegge b kr. i puljen. I sa fald har B to muligheder: ”GA” eller ”SE”
ved at leegge b kr. i puljen. Ved ”SE” gaelder som for: Det hgjeste kort vinder puljen, ellers deles puljen. Ved
”GA” fir A puljen. Hvilke vardier for a og b gor spillet retfzerdigt?

1.8.2 Forudsigelige spil, snydespil
S5. Snydespil er spil man altid kan vinde, hvis man kender den vindende strategi. Man kan vise at alle NIM -
spil er snydespil. I et NIM-spil skiftes spillerne til at fjerne teendstikker. Den der sidst fjerner har vundet.

S6. Pa bordet anbringes fire raeekker med hhv. 1, 3,5 og 7 teendstikker i. Spillerne skiftes til at fjerne
teendstikker, men kun i én reekke ad gangen. Andenspiller har en vindende strategi, dvs. andenspiller har
vundet pa forhand blot han laver de rigtige treek. (Tip: Ombundt i 2ere og se symmetrien. Farstespiller
gdelegger symmetrien, andenspiller genopretter den).

S7. Pa bordet anbringes én raekke med 15 teendstikker. Spillerne skiftes til at fierne 1 eller 2 teendstikker.
Hvem har en vindende strategi?

17




1.9 Klassisk gkonomisk teori

1.9.1 Det gkonomiske kredslgb

Det grundleeggende gkonomiske kredslagb bestar af to sektorer, produktionen og de private husholdninger. Vi
har en raekke behov som vi daekker ved at producere varer og tjenesteydelser til andre. Til gengeeld modtager
vi sé en indkomst som vi kan bruge til at deekke vore egne behov med. Herved skabes det grundleeggende
gkonomiske kredslgb bestaende af de to grundleeggende penge-stramme: Produktionen skaber en indkomst
A (lgn), som bruges til forbrug C (mad, kleder, mm.) som igen medfarer en ny produktion. Hvis indkomsten
og forbruget er i balance er det gkonomiske kredslgb stabilt. Imidlertid er der bade et dran og en kilde i
kredslgbet: Opsparingerne B og investeringerne D. Opsparing er penge som ikke bruges pa forbrug.
Investering er penge brugt til keb af varer som ikke kan forbruges, f.eks. bygninger og maskiner osv.

Kredslabet er stabilt hvis opsparing og investering er | balance. Hvis opsparingen er starre end investeringen
vil kredslgbet svinde ind med massearbejdslashed til falge.

Dette var tilfeeldet efter den farste verdenskrig hvor Tyskland blev tvunget til at sende penge til Frankrig som
krigsskadeerstatning uden at Frankrig var forpligtet til at kabe tyske varer for pengene. Dette fik den
engelske gkonom J. M. Keynes til at treekke sig ud af fredsforhandlingerne.

Og det var tilfeeldet i USA under den store depression i 1930’erne, hvor investeringerne i aktier faldt
dramatisk efter det stor Wall Street krak i 1929, og hvor opsparingen steg for at kunne tilbagebetale de store
lan der var optaget for at deltage i spekulationen pa aktiemarkedet.

D B
-
C
—
A
produktion private husholdninger

En mode| for det grundleeggende gkonomiske kredslgb kunne indeholde fire ligninger:
Farste tur:

1 Begyndelses indkomst Ao =100

2 Forbruget antages at veere en konstant procentdelen af indkomsten Co=c*Ao

3 Opsparingen er den indkomst som ikke forbruges Bo=Ao-Co
4 Investeringen antages at veere en konstant procentdelen af forbruget Do =d*Co
Naeste tur:

1 Den naeste indkomst er det som produceres til forbrug og investering Al=Co+Do
2 0sv.

1 og 3 er fakta-ligninger, 2 og 4 er fiktions-ligninger. Dvs. modellen som sadan er en fiktion som bar
suppleres med alternative modeller og scenarier.

1.9.2 Den simple Keynes model
Den simple Keynes model antager at investeringen D er konstant, og at der er en lineeer sammenhaeng
mellem den totale efterspgrgsel M og indkomsten A: M = D+C = D+c*A.

En endring i investeringen D vil endre balancen i kredslgbet fra indkomsten (og beskeeftigelsen) A til en ny
balance ved A’. Forholdet mellem de to @ndringer kaldes multiplikatoren m = AA/AD.

Ved at gge investeringen D gennem offentlig investering kan regeringen gge beskeeftigelsen. Derfor har
kredslabet brug for en steerk offentlig sektor for at sikre beskeeftigelsen og velfeerden
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Total efterspargsel M = D+c*A
1 LinienD=A

AD

AA " A: Indkomst (beskaeftigeIse)

1.9.3 En gkonomisk kredslgb med en offentlig sektor

Keynes viste hvordan en tredje offentlig sektor kan skabe balance I en to-sektor kredslgb. Den offentlige
sektor traeekker skatter E ud af kredslgbet, og bruger disse penge til at pumpe penge tilbage i kredslgbet
gennem overfarselsindkomster H til de ledige, offentligt forbrug F (flere offentligt ansatte mm.) samt
offentlig investering G (flere veje mm.). Det offentlige kan optage lan, som tilbagebetales nar kredslgbet
igen er kommet i balance.

DZ/FH‘\EB

S
C

_>
A

produktion stat private husholdninger
En mode| for dette 3-sektor gkonomiske kredslgb kunne indeholde ni ligninger:

Farste tur:

1 Begyndelses indkomst Ao =100

2 Begyndelses overfarsler Ho=4

3 Skatterne antages at veere en konstant procentdelen af indkomst og overfarsler Eo = e*(Ao+Ho)

4  Privatforbruget antages at veere en konstant procentdel af radighedsbe lgbet Co =c*(Ao+Ho-E0)
5 Privatopsparingen er det radighedsbelgb som ikke forbruges Bo = Ao+Ho-Eo-Co
6 Offentligt forbrug antages at veere konstant Fo = konstant

7 Offentlig investering antages at veere en konstant procentdel af investeringsgabet Go = g*(Bo-Do)

8 Privatinvesteringen antages at veere en konstant procentdel af forbruget Do = d*(Co+Fo)

9 Lantagning er forskellen mellem skatter og offentlige udgifter lo = Fo+Go+Ho-Eo
Naeste tur:

1 Den naeste indkomst er det som produceres til forbrug og investering Al = Co+Do+Fo+Go
2 Overfarslerne antages at veere en konstant procentdel af beskaftigelsesgabet H1 =h*(Ao-Al)

3  osv.

1,2,5 09 9 er fakta-ligninger, resten er fiktions-ligninger. Dvs. modellen som sadan er en fiktion som bar
suppleres med alternative modeller og scenarier.
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Simulering af det gkonomiske kredslgb med og uden en offentlig sektor

Rediger satserne i cellerne C5-C10
Rediger ikke ligningerne

Satser

Tid n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Forbrug c 70%)| 70%| 70%| 70%]| 70%| 70%| 70%]| 70%| 70%| 70%]| 70%| 70%| 70%

Investering d 20%]| 20%]| 20%| 20%]| 20%| 20%| 20%]| 20%| 20%| 20%]| 20%| 20%| 20%

Skat e 30%| 30%]| 30%| 30%| 30%| 30%| 30%| 30%| 30%| 30%| 30%| 30%| 30%

Offentlig investering | ¢ 50%]| 50%]| 50%| 50%]| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%

Indkomstoverfarsel h | 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%| 50%

Offentligt forbrug F 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
Det gkonomiske kredslgb

2sektor-model med og uden en offentlig sektor

Tid n 0 1 2 3 4 120

Indkomst2 A 100 84| 70,56| 59,27|49,787] 41,

Forbrug C 701 58,8(49,392| 41,489| 34,851] 29,

Opsparing B 30 25,21 21,168| 17,781] 14,936| 12,

Investering D 14| 11,76]9,8784( 8,2979] 6,9702| 5,

3sektor-model

Tid n 0 1 2 3 4

Indkomst3 A 100] 88,976| 85,426 80,734] 78,079 75,

Overfarsler H 4] 9,512| 5,7749( 6,3464| 5,327] 5,1

Skat E 31,2] 29,546 27,36| 26,124| 25,022| 24,

PrivatForbrug C | 50,96] 48,259]| 44,689| 42,669| 40,869| 39,

OffentligtForbrug F 20 20 20 20 20

Opsparing B | 21,84| 20,682 19,152| 18,287] 17,515/ 16,

Privatinvestering D | 14,192] 13,652 12,938| 12,534| 12,174] 11,

Offentliglnvesterin G| 3,824| 3,5153| 3,1073| 2,8765| 2,6708| 2,5

Léntagnging ! I | 3.376] 3.481] 1522 3,000 2.076] 3] O —¢— Indkomst2 —&—Indkomst3 —a— Gzeld

Geld 3,376] -0,105| -1,627| -4,726| -7,701| -1

Dobbeltklik og rediger
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