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I den klassiske matematik viste Euklid, at geometrien har en universel metafysisk kilde i form af aksiomer,
ud fra hvilke hele geometrien flyder som eksempler og logiske falgeslutninger. Den moderne mangde-
matematik troede at det samme gjaldt for algebraen, for tal og regning: Ogsa algebraen har en metafysisk
kilde, maengde & udsagn, ud fra hvilke hele algebraen flyder som eksempler og logiske falgeslutninger. Om-
kring 1960 indfarte skolerne over det meste af verden den moderne meengde-matematik, matematik oppefra,
top-down matematik, strukturmatematik, meta-matik. Det blev ingen succes, og den er da ogsa pa tilbagetog
de fleste steder. | Danmark trives den dog stadig, abenlyst i gymnasiet, og skjult i folkeskolen. Og den forbe-
reder nu et come-back forklaedt som kompetence-matematik. Vi vil farst se pa den moderne mangde-
matematik, dernast pa tre af dens mulige efterfalgere, dels konstruktivisme-matematik, dels kompetence-
matematik og dels post-moderne mangfoldigheds-matematik, buttom-up matematik nedefra.

A01 Baggrund

Praster og filosoffer. Nar ting skal bestemmes er det naturligt at sparge: Hvem bestemmer? Gar vi selv,
eller er det nogen over os (meta pa greesk)? Hvis det er os selv, hvem har sa magten (kratos pa greesk)? Er det
demokratiet (folkestyret), eller autokratiet (eneveelden)? Kort sagt, hvad er vore love — er de fysiske, som kan
&ndres gennem afstemning, eller er de metafysiske, som vi ikke kan stemme om, men kun kan lere at kende
enten gennem opdagelse, eller gennem belzring af de bedre-vidende praester eller filosoffer (filo-sofia bety-
der venner af viden pa greesk).

Bade praster og filosoffer er enige om der findes metafysiske love, men de er uenige om, hvorvidt vejen til
disse love gar gennem tro eller viden. Prasten mener at lovene er udtryk for en metafysisk guds vilje, som
kun kan pavirkes ved at tro, ga i kirke og bede, for gudens vilje er uforudsigelig. Filosoffen mener at lovene
kommer fra en metafysisk struktur, som kun kan udforskes ved at vide, ga i skole og reesonnere, for struktu-
rens virkning er forudsigelig og beregnelig.

Ogsa adferdsmassigt minder prester og filosoffer meget om hinanden. De afsondrer sig fra verden pa luk-
kede gange, hvor de bruger et sprog fyldt med fremmedord, og hvorfra de somme tider kommer ud for at
drukne folk i ordlaviner ved at holde en pradiken eller en foreleesning.

De farste metafysiske nedslag. De farste filosoffer, som finder forudsigbare naturlove er Pythagoreeere,
som konstaterer, at toner og former styres af metafysiske forudsigbare love.

Seettes en streng i svingning fremkommer en tone. Zndres strengens lengde, &ndres tonehgjden. To samti-
digt svingende strenge frembringer saledes to forskellige toner, som lyder disharmonisk, med mindre der er
et konstant talforhold mellem deres leengder. Denne viden om de konstante talforhold kan sa anvendes til

gennem beregning at forudsige, om vi kan regne med at to tilfeldige strenge ville lyde harmonisk eller ikke.

Ogsa former er styret af metafysiske forudsigbare love. Vi kan stemme om den farste vinkel i en trekant, og
om den anden, men ikke om den tredje. Denne vil derimod kunne forudsiges ved at benytte en metafysisk
lov der siger, at summen af vinklerne er 180 grader. Tilsvarende for siderne i en retvinklet trekant: Vi kan
stemme om den forste og den anden side, men ikke om den sidste. Den er nemlig lovbestemt af Pythagoras’
leeresaetning a2 + b2 = 2.

Endelig har ogsa tallene former, som er styret af metafysiske forudsigbare love. Tal findes i verden som et
antal af noget, f.eks. 2 3ere, dvs. som aflange stakke, som eventuelt kan omformes til kvadrater, trekanter
eller andet. Den pythagoreiske laeresatning er f.eks. en lov for, hvordan kvadrattal kan lzegges sammen.

Pythagoraerne opdagede saledes 3 metafysiske nedslag, alle i form af tal-love. De blev sa forfgrt af deres
egen succes, at de sluttede sig til (generaliserede, inducerede), at alt fysisk er eksempler pa og falgeslutnin-
ger (deduktioner) af metafysiske tal-love: ”Alt er tal”.

Akademiet, klostre og universiteter. De greeske demokrater, sofisterne, var skeptiske overfor Pythagoraer-
nes generalisation. De mente tveertimod at det var vigtigt at skelne mellem hvad der kan stemmes om og
hvad der ikke kan, mellem vedteegt og natur, mellem politisk og naturlig korrekthed, mellem nomos og lo-
gos. Antidemokraten Platon generaliserede derimod pythagoraernes trossatning endnu videre: Alt fysisk er
eksempler pa metafysiske former, strukturer, som kun de bedre-vidende filo-soffer pa Platons akademi kan
fa adgang til gennem forskning. ”Lad ingen traede herind som ikke kender geometrien” skulle der have staet
over Platons akademi. Geometrien stod for den rene viden, og en matematiker blev da ogsa kaldt en geome-
ter” indtil omkring 1800. Ordet matematik blev derimod ringeagtet i romerriget, da det her beted kosmologi,
altsa stjernbaseret spadomskunst.



Med kristendommen kom preesterne tilbage, og ar 529 blev Platons akademi lukket. Filosofferne blev dog
ikke arbejdslgse, for samtidigt oprettedes klostrene med samme opgave som akademiet, at studere de meta-
fysiske love, igen pa lukkede gange i celler hvor de hellige skrifter skrives af med rigelig brug af fremmed-
ord. Her kunne filosofferne sa arbejde pa at platonisme og kristendom kunne smelte sammen, hvilket skete i
kirkefaderens Augustins skrifter.

Der opstod med tiden forskellige klosterordner. Nogle af disse &ndrede efterhanden deres klostre til universi-
teter, hvoraf de nordeuropeeiske med tiden begyndte at forholde sig skeptisk til romerkirken ved at tage no-
minalisternes side i den sakaldte universaliestrid, hvor realisterne heevdede at ord navngiver de metafysiske
former, universalierne, medens nominalisterne haevdede, at mennesket selv skaber sine ord. Nominalismen
farte til reformationen og til kirkekamp mellem den katolske og de protestantiske kirker, samt til 30 ars bor-
gerkrig i Tyskland.

Det sidste metafysiske nedslag. Efter reformationen kunne de nordeuropaiske universiteter lgsrive sig fra
praestestyret og organisere sig som filosoffer. Det var som naturfilosof at engleenderen Newton paviste det
sidste metafysiske nedslag: Ikke kun toner og former, men ogsa bevagelse er styret af metafysiske love. Vi
kan stemme om hvordan stenen skal kastes vaek, men nar den farst er kastet tager faldloven over, og faldlo-
ven kan der ikke stemmes om. Faldloven siger, at stenens fald skyldes en vilje, ikke en uberegnelig metafy-
sisk vilje, men en beregnelig fysisk vilje som bor i joden, en kraft, tyngdekraften, som kan sattes pa tal og
beregning, og som giver en acceleration, der a&ndrer hastigheden. En fysisk vilje som er underkastet en meta-
fysisk tal-lov, faldloven.

Newtons opdagelse giver stadet til den moderne tid, hvor viden efterhdnden har fortreengt troen. Men kun
delvist, for det moderne universitet ger det samme som Platon gjorde ved pythagoraerne. Det tror pa at
Newtons bevagelseslove kan generaliseres til at omfatte ikke kun fysiske ting, men ogsa mennesker: Lige-
som ting styres af fysiske adfaerdslove, sa styres ogsa mennesker af sociale adfardslove, som dog ikke er
forudsigbare, da den sociale verden er meget mere kompleks end den fysiske.

Denne strukturalisme hersker indtil den moderne sofisme, dvs. post-strukturalisme og post-modernisme,
efter antiautoritetsopreret omkring 1970 begynder at udtrykke skepsis over for vores evne til at afspejle ver-
den i ord. Den moderne videnskab anklages for ”logo-centrisme”, altsé for at tro pa at vore ord reprasenterer
strukturer i verden — tveertimod mener skeptikerne at vore talemader ikke afspejler men konstruerer og instal-
lerer strukturer i verden. Det er saledes middelalderens universaliestrid der nu gentages mellem strukturali-
ster og post-strukturalister.

Et indlaeg i denne strid er blyantsdilemmaet: Anbragt mellem en lineal og en ordbog kan en blyant vise sin
leengde men ikke sin betegnelse, sa ting kan ital-seette, men ikke itale-sette sig selv. Tal er ikoner som kom-
mer fra setningens grundled, sa tal kan der ikke stemmes om. Ord, derimod, er lyde som kommer fra set-
ningens lesere, sa ord kan der altid stemmes om.

Har tal ogsa en metafysisk kilde? Tallene selv kan saledes ikke anfaegtes, og pa et tidspunkt opstar for-
modningen om, at ikke kun toner, trekanter og bevaegelse styres af metafysiske tal-love, men at ogsa tallene
selv har en metafysisk kilde.

I slutningen af 1800-tallet mente man at have fundet tallenes metafysiske kilde, mangden, hvoraf ikke kun
algebraen, men ogsa geometrien, dvs. al matematik kan fremstilles som eksempler. Opmuntret af denne suc-
ces opstod den naste formodning, at matematik og logik kan forenes i ét fag, den moderne maengde-
matematik, hvis metafysiske ”grundlag” da bliver meengder og udsagn

Denne drgm lider imidlertid skibsbrud i begyndelsen af 1900-tallet.

Farst paviser Russell, at mengdebegrebet ved at tale om mangder af maengder indeholder selvreference, og
dermed syntaksfejl. Russells argument kan beskrives ved forskellige paradokser:

Lagner-paradokset ”Denne setning er usand”: Antag at seetningen er sand, s& passer det hvad den siger, altsa
er den usand, dvs. en modstrid. Antag at setningen er usand, sa passer det ikke hvad den siger, altsa er den
ikke usand, men sand, dvs. igen en modstrid.

Barber-paradokset “Byens barber haevder, at han barberer dem som ikke barberer sig selv. Barberer barberen
sig selv?” Antag at barberen barberer sig selv, sa barberer han ikke sig selv, dvs. en modstrid. Antag at bar-
beren ikke barberer sig selv, s barberer han sig selv, dvs. igen en modstrid.



Mangde-paradokset ”Er mangden af mangder, som ikke er medlem af sig selv medlem af sig selv?” Antag
at meengden er medlem af sig selv, sa har den egenskaben ”er ikke medlem af sig selv”, dvs. en modstrid.
Antag at meangden ikke er medlem af sig selv, sd har den egenskaben “er ikke medlem af sig selv” og er
dermed medlem af sig selv, dvs. igen en modstrid.

Tekop-paradokset "Mengden af tekopper er ikke en tekop”.
Sakse-paradokset ’Saksen kan klippe i alt pa ner sig selv”
Mad-paradokset Vi bliver mat af mad, men ikke af madopskrifter”.

Russell papeger altsé at der opstar meningslgse syntaksfejl nar setninger referer til sig selv, eller sammen-
blander abstraktionsniveauer. For at undga syntaksfejl ma en satning kun referere til typer pa det underlig-
gende abstraktionsniveau. Dette princip kaldte Russell for typeteorien. Matematik oppefra afviser dog type-
teorien, da denne ville medfare at f.eks. brgker ikke er tal. Mangfoldigheds-matematik anser derimod ikke
bragker for at veere tal, men regnestykker og har derfor ingen problemer med Russells typeteori.

Zermel-Fraenkel forsggte at lgse selvreference-problemet ved at lovliggare selvreference og indfere en
mangdelere, som ikke skelner mellem abstraktioner og eksempler, mellem mangder og elementer. Men
herved ophaves netop det, som er matematikkens styrke, dens abstrakte karakter. Og ved at sammenblande
abstraktionsniveauer indferes meningslese syntaksfejl af typen ”Peter giftede sig med Randers”, ”Send mad-
opskrifter til hungeromraderne”, osv. Sa operationen lykkedes, men desverre dede patienten.

Dernast viser Godel, at logik ikke kan vare en del af matematikken, for sa skal matematikken jo bevise sig
selv, og fanges derfor igen i selvreference, lagnerparadoks og syntaksfejl.

A02 Udsagn og meengder
Den moderne mangde-matematik tror som sagt pa at det en muligt at forene matematik og logik i et fag,
hvor alt kan fremstilles som eksempler pa meangder og udsagn.

2.1 Udsagn
Et udsagn er en ytring A, som med sikkerhed kan siges at vaere enten er sand eller falsk.

En ytring A kan benagtes, negeres: ikke A, -A.

To ytringer A og B kan forenes til én ytring ved konjunktion: A og B, AAB

To ytringer A og B kan forenes til én ytring ved disjunktion: A eller B, AYB

To ytringer A og B kan forenes til én ytring ved implikation: A medfgrer B, A=B

To ytringer A og B kan forenes til én ytring bi-implikation: A hvis og kun hvis B, A<B

Disse foreningsmader er defineret ved deres sandhedstabeller:

negation konjunktion disjunktion implikation | bi-implikation
A B -A AANB AVB A=B AsB
Sand Sand Falsk Sand Sand Sand Sand
Falsk Sand Sand Falsk Sand Sand Falsk
Sand Falsk Falsk Falsk Sand Falsk Falsk
Falsk Falsk Sand Falsk Falsk Sand Sand

2.2 Meengde
En mangde er en samling af veldefinerede ting, dvs. en abstraktion baseret pa velafgreensede eksempler, som
kaldes meangdens elementer.

En mangde bygger altsa pa en definition, et abent udsagn p(x), eksempelvis vil maengden af lige tal have det
definerende udsagn p(x) = ”x er deleligt med 2. En mangde M bestar altsa af de elementer x som ger ud-
sagnet p(x) sandt, M = {x | p(x)}. Omvendt vil der til ethvert dbent udsagn here en mangde M, lgsnings-
meengden, bestaende af de elementer x som gar udsagnet sandt. Manger og udsagn er derfor to sider af
samme sag.

| praksis afspejler maengdebegrebet en abstraktion, dvs. en navngivning af de feelles egenskaber ved en raek-
ke elementer, som udtrykkes i definitions-udsagnet p(x). Eksempelvis har tallene 2, 4, 6, osv. den feelles
egenskab at de er delelige med 2. Den falles egenskab “delelig med 2” gives sd navnet ”lige”, og de betrag-




tede tal kaldes sa lige tal. Mangdeordet M bliver altsa sprogligt til et tilleegsord, et praedikat til navneordet x,
deraf betegnelsen p(x).

At sammenblande elementer og mangder som Zermel-Fraenkel ger svarer saledes til at ssmmenblande nav-
neord og tillegsord. Men ogsa til at sammenblande mangder og udsagn, da ethvert tilleegsord kan omformu-
leres til en s&tning: Et lige tal -> tallet er lige. Vi ophaever sa forskellen mellem den ting, som beskrives og
beskrivelsen. Nar beskrivelse bliver en ting forsvinder forskellen mellem verden og sproget, sproget bliver
verden, og verden bliver sproget, eller sagt pa en anden made, sproget reduceres til et billedsprog, til ikoner.
Herved kan selvreferencen ikke veere mere tydelig.

Seetningen “a er element i maengden A” skrives som “acA”.

Seetningen ”N er en delmangde af maengden A” skrives som ” N cA”.

En mangde kan skrives pa listeform:

Mangden af naturlige tal N= {0, 1, 2,3, ...}

Mangden af heletal Z={0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ...}

En mangde kan ogsa angives pa egenskabsform, og er sa en delmeangde af en anden mangde.
Mangden af lige tal NI = {xeN | x er deleligmed 2} ={2,4,6,8, ...}, NIcN

En mangde kan indeholde 1 element eller veere tom @:

M1 = {xeZ|x>1 og x<3} = {2}

M2={xeZ|x>10gx<2} =0

En mangde A kan gges gennem mangdeforening: AU B = {x | xeAeller xeB }

En mangde A kan gges gennem mangdeproduktet af ordnede par: A X B = {(a,b) |acAogbeB }
En mangde A kan reduceres gennem feellesmaengde: A N B= {x | xeA og xeB }

En mangde A kan reduceres gennem mangdedifferens: A\ B = {x | xeA og ikke(xeB) }

En mangde A kan have en komplementermangde: CA = {x | ikke(xeA) }.

2.3 Anvendelse af maengder
For den moderne mangde-matematik er det vigtigt, at tal og regningsarter kan fremstilles som eksempler pa
mangder.

Regningsarter. En regningsart opfattes som et eksempel pa en mangde: En regningsart er et eksempel pa en
komposition, som er et eksempel pa en funktion, som er et eksempel pa en relation, som er et eksempel pa en
mangdeprodukt, som er et eksempel pa en mangde.

En relation R mellem to mangder A og B er en delmangde af et maengdeproduktet AXB.
Ordningsrelationen *mindre end’ er en relation i N: R = {(a,b) eNXN | a<b }
Akvivalensrelationen ’lig med’ er en relation i N: R = {(a,b) eNXN |a=b }

En funktion, afbildning, f mellem to meengder A og B er en relation, som er entydig, dvs. hvor farstekom-
ponents-identitet medferer andenkomponents-identitet:

f={(@b) eAXB|al=a2=bl=Db2}.

At f er en funktion fra A til B skrives som f: A -> B, eller som f: x -> f(x)

En regningsart kan nu defineres som en komposition , dvs. en funktion $ fra NxN -> N:
$: (a,b) -> $(a,b) = a%h, hvor a$b kaldes et regnestykke.

Addition +: NXN -> N, hvor (x,y) -> +(X,y) = x+y = x+1+1+1 y gange
Multiplikation *: NXN -> N, hvor (X,y) -> *(X,y) = x*y = X+X+X+X y gange
Potensoplgftning ~: NXN -> N, hvor (x,y) -> A(X,y) = Xy = X*X*X*X y gange

En organiseret maengde (m,$) er en maengde M forsynet med en komposition $.



En komposition $ kan vaere

Associativ: a$(b$c) = (a$b)$c, dvs. parenteser kan haves og seettes som vi vil (sammentelling kan begyndes
et vilkarligt sted)

Kommutativ: a$b = b$a, dvs. reekkefaglgen er ligegyldig (sammentallingsraeekkefalgen er ligegyldig)

Distributiv over en anden komposition #: a$(b#c) = (a$b)#(a$c), dvs. $ kan ”ganges” ind i en #-parentes.
(sammenstakning farer til sammentelling: 3 7ere + 2 7ere = (3 + 2) 7ere =5 7ere)

Plus er associativ og kommutativ: 2+(3+4) = (2+3)+4 og 3+5 =5+3

Gange er associativ og kommutativ: 2*(3*4) = (2*3)*4 og 3*5 =5*3

Minus er hverken associativ eller kommutativ: 2-(3-4) = (2-3)-4 og 3-5#5-3

Division er hverken associativ eller kommutativ: 2/(3/4) = (2/3)/4 og 3/5#5/3

Potensoplgftning er kun associativ: 2(3"4) = (2*3)*4 og 3”5 = 53

Gange er distributiv mht. plus, men ikke omvendt: 2*(3+4) = (2*3) + (2*4) og 2+(3*4) = (2+3)*(2+4)
Potensoplgftning er distributiv mht. gange, men ikke omvendt: 2°(3*4)=2/3 * 24 og 2*(3"4)#(2*3)"(2*4)

En komposition $ har et neutralt element e hvis e ingen indflydelse har:

e$a = a$e = a for alle a (JecA: VacA: e$a = a$e = a)

I en komposition $ har elementet a et inverst element a hvis a kan neutralisere a: a$a=a$a=e.
Plus har det neutrale element 0: a+0 = 0+a = a.

I plus er det inverse element til a minus a: a = -a: a+(-a) = (-a)+a = 0.

Gange har det neutrale element 1, a*1 = 1*a = a.

I gange er det inverse element til a reciprok a: a = 1/a (a = 0): a*(1/a) = (1/a)*a = 1.

Tal. Ligesom regningsarterne opfattes ogsa tallene som eksempler pa meengder.

Mangden af naturlige tal N kan skabes af Peanos induktions-aksiom:

Hvis 1 € A, og hvis alle tals efterfglger er € A, sder A=N

Eller formuleres ved hjelp af eksistenskvantoren 3 og alkvantoren V:

(F1le A)og(Vae A acA=atle A)) =AcNogNcA< A=N

De naturlige tal kan sa organiseres med regningsarterne + og *.

Ved hjalp af den associative lov kan vi sa bevise alle plusstykker, som f.eks. 5+3 = ?
543=5+(2+1)=5+((1+)+1)=06+A+1)+1=(B+1)+1)+1=(6+1)+1=7+1=8

(Mangfoldigheds-matematik siger i stedet: 5 og 3 er ikoner for hhv. 5 og 3 streger, som kan omarrangeres til
8 streger.)

Men sa lgber den moderne maengde-matematik ind i et problem: Hvordan skal vi forsta regnestykker som
2+3 0g 5+7? Problemet lagses ved at sgrge for at regnestykker kan opfattes som tal.

Teknisk klares dette problem ved at oprette aekvivalensrelationen r = ”giver samme resultat” i meengden
NXN (hvor N = N U {0}) defineret ved at (a,b)r(c,d) < a+b = c+d, hvorved (6,1)r(5,2) da 6+1 =5+2 = 7.
Herefter defineres en &kvivalensklasse r(NXN)a som mangden af alle eekvivalente regnestykker som udreg-
net giver a, dvs. r(NXN)a = {(b,c)e_ NXN | (b,c)R(a,0)}, hvorved (6,1) og (5,2) og (7,0) kommer i samme
akvivalensklasse, da 6+1 = 5+2 = 7+0 = 7. Nu kan de naturlige tal N sa defineres som akvivalensklasserne
r(NXN), hvorved tallet 7 nu bliver maengden af alle de plus-stykker, som udregnet giver 7: 7 = {7+0, 6+1,
542,443, ...}

Sa er den moderne meaengde-matematik tilfreds, for et regnestykke bliver nu et eksempel pé begrebet “reprae-
sentant for en akvivalensklasse”, eller med andre ord, et talnavn for det tal, der regnes ud: Tallet 7 har séle-
des mange talnavne: 7 = 6+1 = 5+2 = 4+3 = osv.

Men Russell ryster pa hovedet og siger syntaksfejl, for ved at definere tal som en mangde af regnestykker
som indeholder tal opstar der en cirkeldefinition og dermed selvreference.



De hele tal Z er foreningsmangden af de naturlige tal N og disses plus-inverse N:
Mangden af heletal Z=N U N= {0,1,2,3,...} U {0,-1,-2,-3,...} = {0,+1,+2,+3,...}

Mangde-matematikken kan nu bevise, at -*- = +: Det plus-inverse tal til =1 er —(-1). Dvs. (-1) + (-(-1)) = 0.
Men da ogsd (-1) + 1 =0 mé (-(-1)) = 1. Dvs. -*- = +

Mangfoldigheds-matematikken bruger stakregning: 9*9 = (10-1)*(10-1) = 10*10 — 10*1 — 10*1 + 1*1 =
100-10-10+1=81Dvs. -*- =+,

De rationale tal Q (broktallene) er produktmangden af de naturlige tal N og disses gange-inverse N, idet
tallet O udelades da det ikke har en gangeinvers 1/0:

Mangden af rationale tal Q = NXN = {(a,b) |acN og beN }, hvor (a,b) = a*b = a*(1/b) = a/b.

Her opstar sa det naeste problem, for med denne definition er (2,4) og (3,6) forskellige tal selvom de jo gerne
skulle repraesentere den same brgk: 2/4 = 3/6 = %. Dette klares igen ved at oprette &kvivalensrelationen r =
”giver samme resultat” i mangden Q defineret ved at (a,b)r(c,d) <> a*d = b*c, hvorved (2/4)r(3/6) da
2*6=3*4=12. Herefter defineres &kvivalensklasserne rQ(a,b) som mangden af alle forleengninger og for-
kortninger af brgken a/b, hvorved (2,4) og (3,6) og (1,2) kommer i samme akvivalensklasse, da 2/4 = 3/6 =
%. Nu kan de rationale tal Q sa defineres som &kvivalensklasserne rQ, hvorved f.eks. braktallet %2 nu bliver
mengden af sig selv og sine forlengninger: V2 = {2, 2/4, 3/6,4/8, ...}

Sa er den moderne meaengde-matematik igen tilfreds. Men Russell ryster igen pa hovedet og siger syntaksfejl:
Dette brgkbegreb overtraeder typeteorien, idet braker nu er defineret som en mangde af tal, og dermed ligger
pa et hgjere abstraktionsniveau end tal og derfor ikke selv kan veere et tal.

Derfor forkaster den moderne mangde-matematik Russells typeteori og accepterer i stedet at havne i selvre-
ferencens syntaksfejl. Omvendt forkaster typeteorien den moderne mangde-matematik, hvor denne haevder
at brgker er tal. | stedet er braker regnestykker, hvilket er en anden type end tal.

Dette er netop hvad mangfoldigheds-matematikken siger: Et tal er en mange-stak, dvs. et polynomium af 10-
potenser. S& der findes kun decimaltal. Rationale "tal” som % og irrationale “tal” som V2 ikke er tal, men
regnestykker, som kan udregnes med vilkarlig god ngjagtighed:

V2 =1.4eller V2 = 1.41 eller \2 = 1.414 eller V2 = 1.4142 osv. , og
1/3=0.3 eller 1/3 =0.33 eller 1/3 = 0.333, osv.

Den moderne mangde-matematik opfatter derimod \2 som et irrationalt tal , alts& som et tal der ikke kan
skrives som et rationalt tal

Setning: 2 kan ikke skrives som et rationalt tal.

Bevis: Antag at V2 = p/q , hvor p/q er uforkortelig.
Da vil 2 =p"2/g"2 eller 2*g"2 = p”2.
2 gar op pa venstre side, derfor ogsa op pa hgjre side.
Produkt af to ulige tal er ulige, derfor er p lige, sa p = 2*r.
Dvs. 2*g"2 = (2*r)"2 eller 2*q"2 = 4*r"2, eller g2 = 2*r"2.
Nu gentages argumentet som nu viser at ogsa g er lige og at q = 2*t.
Dvs. p/q = (2*1)/(2*s) = rs.
Dette er i modstrid med antagelsen om at p/q er uforkortelig.

Da 2 har geometrisk eksistens som diagonalen i et enhedskvadrat, ensker den moderne mangde-matematik
at have sa mange tal til radighed at der skal geelde, at det til hvert punkt pa en tallinie svarer et tal og om-
vendt. Dette opnas ved at betragte en mangde af konvergerende tal som et tal. Eksempelvis konvergerer
talfolgen {1/n}mod nul. Dvs. talmeengden {1/1, 5, 1/3, ...} betragtes nu som et tal, nemlig tallet nul. Men
ogsa andre talfglger konvergerer mod 0: {1/n"2}, {n/(n"2+1)} osv. Dvs. vi far mange nuller med mindre vi
igen laver en &kvivalensklasse.

0= {{1/n}, {1/n"2}, {n/(n"2+1)}, ...}
De reelle tal R kan nu defineres som &kvivalensklasser i meengden af konvergente talfglger.

Der findes dog ogsa ikke-konvergente talfglger som f.eks. {(-1)*n}: {-1, 1, -1, 1, -1, ...}.



Igen er den moderne maengde-matematik glad. Og igen ryster Russell pa hovedet og siger dobbelt syntaks-
fejl: Et naturligt tal som 7 fremstilles som en mangde af regnestykker. Et rationalt tal som Y2 fremstilles som
en mangde af mangder. Et irrationalt tal som V2 fremstilles som en mengde af mengder af mangder.

Det generer dog ikke den moderne maengde-matematik, der gar videre og definerer komplekse tal og kvater-
nioner.

Komplekse tal C defineres som et maengdeprodukt i R: C = {(a,b) eRXR}. I stedet for (a,b) skrives a+i*b,
hvor a kaldes det komplekse tals reelle del, og b tallets imaginare del, og hvor tallet i er et imaginart tal som
har egenskaben i*2 = -1. Med komplekse tal til radighed har en n’te-gradsligning altid n lgsninger, x"2+1 = 0
har f.eks. lgsningerne x = +i. Endvidere kan vi opstille hvad nogle kalder matematikkens smukkeste formel,
Euler-formlen: eMin +1 = 0.

Kvaternioner er en generalisering af de komplekse tal. Kvaternioner er tal som kan skrives pa formen x = a +
b*i + c*j + d*k, hvor a, b, c og d er reelle tal, og hvor i"2 = j*2 = k"2 = i*j*k = -1.

Komplekse tal anvendes inden for elleren, hvor vi opnar det praktiske at kunne arbejde med to beregninger
samtidigt, den ene foregar i den reelle del og den anden i den imagineere del.

Kvaternioner har kun teoretisk interesse.

AO03 De abstrakte talmaengder

Udover disse “konkrete” talmangder N, Z, Q, R og C definerer den moderne mangde-matematik ogsa en
raeekke mere generelle abstrakte talmangder, som de “konkrete” talmangder sa er eksempler pa. De abstrakte

talmangder er som vist i afsnit 4 opstaet ud fra det generelle spergsmal: ”Hvilke egenskaber skal en organi-
seret talmangde have for at vi kan lgse en ligning?”

Gruppe. En organiseret maengde (M,$) kaldes en gruppe hvis

G1) $ er associativ.
G2) $ har et neutralt element.
G3) Alle elementer har et inverst element.

De hele tal (Z,+) og (Z\{0},*) er eksempler pa kommutative grupper.
De naturlige tal (N,+) og (N,*) er eksempler pa semigrupper, dvs. grupper hvor kun G1 geelder.
Legeme. En dobbeltorganiseret maengde (M,#,$) kaldes et legeme hvis

L1) (M,#) er en kommutativ gruppe.
L2) (M\{e},$) er en gruppe.
L3) $ er distributiv over #.

De rationale tal (Q,+,*) og de reelle tal (R,+,*) er et begge eksempler pa legemer.

Ring. (M,#,$) kaldes et ring hvis (M,#,$) er et legeme uden inverse elementer for $. Mangden af polynomier
(P,+,*) er enring.
Ogsa geometrien har grupper:

Flytningsgruppe. Flytningsgruppen bestar af de tre flytningsformer parallelforskydning, drejning og spej-
ling. Manstre er saledes et eksempel pa en gruppe.

Projektionsgruppen. Projektionsgrupperne bestar af central projektion (perspektivtegning) og parallelpro-
jektion (isometrisk tegning).

Endelig kan geometrien selv opfattes som et eksempel pa et vektorrum, den abstrakte algebras dronning som
fremkaldte den moderne meengde-matematiks ringeagt for klassisk geometri ved at sige: ”Euclid must go”
Vektorrum er en dobbeltorganiseret maengde (V, +,*, (M,#,$)) baseret pa et legeme (M #,$), hvor

V1) x*(u+v) = (x*u) + (x*v) for alle x eM og alle u,v eV

V2) (x#y)*u = (x*u) # (y*u) for alle x,y eM og alleu eV

V3) (x$y)*u = x$(y*u) for alle x,y eM og alle u eV

V4) e*u = u for alle u €V, hvor e er det neutrale element i (M,$).



A04 Lgsning af ligninger: Neutralisering eller tilbageregning

Vi vil nu se pa, hvordan spgrgsmalet om betingelserne for ligningslgsning har skabt de abstrakte talmeengder.
For den moderne maengde-matematik er en ligning som “2+3*x = 14” et eksempel pa et dbent udsagn. Lig-
ningen lgses ved at finde udsagnets sandhedsmzangde, dvs. lasningsmangden L bestaende af alle de x som
ger det abne udsagn til et sandt udsagn.

En gruppe er defineret med preecis de egenskaber der skal til for at lgse en almindelig ligning ved at benytte
den sakaldte neutraliseringsmetode ”ger det samme pa begge sider af lighedstegnet”.

Setning: |en gruppe kan enhver ligning lgses: x$b =c < x =c$b

Bevis: Antag at x$b =c
Dvs. (x$b)$b =c$b thi b har et inverst element b ifglge G3
Dvs. x$(b$b) =c$b thi $ er associativ ifelge G1.
Dvs. x$e =c$b ifalge definitionen pa et inverst element.
Dvs. x =c$b ifolge definitionen pa et neutralt element, som $ har ifglge G2

Et kommutativt legeme er defineret med praecis de egenskaber der skal til for at Igse en almindelig ligning
hvori der forekommer to regningsarter ved at benytte den sakaldte neutraliseringsmetode ”gor det samme pa
begge sider af lighedstegnet”. Lasningen foregér ved at omforme det dbne udsagn til ensbetydende udsagn,
som vises ved bi-implikationens dobbeltpile. Omformningen sker ved at anvende den moderne abstrakte
algebra til at neutralisere ligningens tal ét for ét.

x eR Udsagnets grundmeangde
2+3*x =14 Det abne udsagn
o | (2+(3*x))-2 |=14-2 —2 er inverst element til +2
< [(B*Xx)+2)-2 [=12 + er kommutativ
< | (B*x)+(2-2) (=12 + er associativ
< | (3*x)+0 =12 0 er neutralt element for +
o [ 3%x =12 definition af neutralt element
< [(3*x)*1/3 =12*1/3 | 1/3 er inverst element til *3
& | (x*3)*1/3 = * er kommutativ
o | x*(3*1/3) = * er associativ
o | x*1 =4 1 er neutralt element for *
o | x =4 definition af neutralt element
L = {xeR | 2+3*x = 14} = {4} udsagnets lgsningsmangde

For mangfoldigheds-matematik er en ligning som “2+3*x = 14” en abstraheret regnefortalling, der fortaeller
bade om et regnestykke, en fremadregnings-proces (2+3*x), og om et resultat, et beregnings-produkt (14).
Herved bliver lgsning af ligninger blot et andet ord for tilbageregning, hvor pilene nu betyder hhv. frem- og
tilbageregning:

Vandret tilbageregning Lodret tilbageregning
*3 +2 2+3*x =14
X - 3*X — 2+3*X PN NI
12/3=4 </g 14-2 =12 <—2 14 I =14_2=12
3 N 3
x =12/3=4




A05 Den moderne meengde-matematik i skolen
Til trods for at den moderne mangde-matematik led skibbrud i begyndelsen af 1900-tallet, blev den alligevel
presset ind i skolerne omkring 1960 som falge af det sakaldte sputnikchok.

Under den kolde krig kom det som et chok som for amerikanerne at russerne farst fik en sputnik i rummet.
Hvorfor var USA blevet overhalet af Sovjetunionen? vi fandt den skyldige i skolerne og iser i det vigtigste
fag, forudsigelses-faget regning. Regning var leenge blevet beskyldt for at bygge pa udenadslare. Nu skulle
det bygge pa forstaelse. Og forstaelse blev tolket som platonisk forstaelse: At forsta noget vil sige at se noget
som eksempel af noget universelt. Altsa matte regning fremstilles som anvendt matematik, som til gengeeld
skulle udledes af maengder og udsagn.

Den moderne mangde-matematik vandt fodfaeste nogle steder, f.eks. i det danske gymnasium. Men de fleste
steder blev den hurtigt opgivet igen bl.a. fordi ingenigr-matematikken forsvandt. I USA gik vi séledes back
to basics”, bl.a. efter kritik af en matematiker Morris Kline, som skrev bogen: “Hvorfor kan Jergen ikke reg-
ne? Den nye matematiks fallit”, hvorfra felgende er hentet:

En far spurgte sit 8-arige barn: "Hvad er 5+3?” Han fik svaret, at 5+3 = 3+5 i folge den kommutative lov.
Forvirret formulerede han spergsmalet om: ”Men hvor mange @bler er 5 &bler og 3 abler?” Barnet forstod
ikke ganske, at ”og” betyder “’plus”, og derfor spurgte han: "Mener du 5 abler plus 3 a&bler?” Faderen skyn-
der sig at sige ja og venter forventningsfuldt. »Ja”, siger barnet, “det betyder samaend ingenting, om du taler
om @&bler, parer eller bager; 5+3 = 3+5 1 alle tilfaelde.”

I Danmark blev den moderne maengde-matematik kun delvist fjernet i folkeskolen, og den findes stadig i dag
lige under overfladen. Derimod er brgkregning blevet sa nedtonet i folkeskolen, at den moderne maengde-
matematik nu forsgger at fa et come-back i folkeskolen i form af kompetence-matematikken.

I indskolingen arbejdes der med moderne mangde-matematik

- ndr mangder er kvalitative som f.eks. ’rede huer”.

- nar tal er ubenavnte tal i plus-stykker som f.eks. 2+3 =5

- nar regnestykker opstilles som halve satninger (2+3 i stedet for T = 2+3) til trods for at danskfaget ind-
skerper vigtighed af at bruge hele s&tninger (bolden er red” i stedt for blot red”)

- nar 2+3 fremstilles som et talnavn for 5.

Pa mellemtrinnet arbejdes der med moderne meaengde-matematik

- nar der inden for geometrien arbejdes med grupper, bade i form af flytningsgrupper i forbindelse med mgn-
stre, og i form af projektionsgrupper i forbindelse med perspektivtegning, til trods for at disse fagomrader
harer til under faget formning.

- nar ”Klare mal” forlanger funktionsbegrebet indfert til trods for at det historisk forst opstod sammen med
differentialregningen. Ogsa undervisningsvejledning fra 1976 som var geeldende til 1995 forlangte funktio-
ner indfort tidligt (side 31): ”Abne udsagn, variabelbegrebet, relationer og funktioner er fundamentale i ma-
tematikken, og i et arbejde med disse begreber vil anvendelse af mangder, herunder mangder af ordnede
par, vaere serdeles hensigtsmassig. En afklaring af disse begreber ma finde sted pa mellemtrinnet saledes at
de kan sté til rddighed ved undervisningen pa de sidste klassetrin.”

- nar der arbejdes med den teoretiske geometri, medens den praktiske geometri, trigonometrien, negligeres.

Pa sluttrinnet arbejdes der med moderne mangde-matematik nar

- nar der insisteres pa, at ligninger kun ma lgses med neutraliseringsmetoden
- nar lineaer veekst opfattes som et farstegradpolynomium, som efterfalges af et andengradspolynomium i
stedet for eksponentiel vaekst.

Alt i alt er vi pa sluttrinnet i den danske folkeskole havnet i en paradoksale situation: Faget kaldes matema-
tik, men det der foregar er regning. Nedenstaende spgrgsmal som bliver saledes besvaret som et regnestykke
opstillet i tre kolonner og ikke ved hjelp af et formelskema:

”Et rektangel har Lengden er 4cm og bredden 6 cm. Hvad er arealet?”
”Et rektangel har arealet 20cm”2. Langden er 4cm, hvad er bredden?”

3-kolonne regning:
Arealet er 4*6 = 24 cm”2
Bredden er 20/4 = 5cm
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Formelskema:

A=? A=1*b b="? A=1*b
I=4cm |A=4%6 A=20cm™2 |All=Db
b=6cm |[A=24cm"2 I=4cm 20/4=Db
5cm=b
Kontrol: 20 = 4*5
20=20K.S.

AO06 Kritik af den moderne mangde-matematik

Den vaegtigste kritik ar fremfart af Russell med sin typeteori, og af Kline i bogen om den nye matematiks
fallit. Desuden bliver mangde-matematikken med sin tro pa at ting kan defineres og afgares med sikkerhed
ramt af den poststrukturelle logocentrisme-kritik.

Ifalge definitionerne skal en meengdes elementer veere veldefinerede, og et udsagns sandhedsveerdi skal kun-
ne afggres med sikkerhed. Men i falge logocentrisme-kritikken som f.eks. i blyantsdilemmaet, kan kun tal-
udsagn afggres med sikkerhed. Dvs. mangdelaren kan kun anvendes pa tal. Og her er dens anvendelse ogsa
begranset af Russell og Gddel, med mindre vi gnsker at lade sig indfange i selvreference og syntaksfejl.
Maengdelearen har saledes kun relevans inden for decimaltal.

Da store dele af matematikken bygger pa antagelsen om, at vi meningsfuldt kan tale om mangder af mang-
der, betyder det at denne del bygger pa syntaksfejl. Der foreligger derfor en stor opgave i at adskille matema-
tikken i to dele, den viden som er sikker fordi den bygger pa typeteorien, og den viden som er problematisk
fordi den bygger pa syntaksfejl.

6.1 Abstraktionsfejl
Vi kan sige, at en abstraktion er sand, hvis alle dens eksempler er sande. Og at en abstraktion er falsk, hvis
blot ét eksempel er usandt.

“2*3 = 6” er en sand abstraktion fordi 2 3ere altid kan omveksles/ombundtes/optalles i 6 lere.

“2+3 =57 er en falsk abstraktion, da der er mange modeksempler: 2 meter og 3 meter er 5 meter, men 2 me-
ter og 3 centimeter er 203 centimeter, og 2 uger og 3 dage er 17 dage osv.

Og alligevel underviser skolen i at “2+3 = 5” som om det var en universel sandhed.

| dagligdagen berer tal altid enheder, og enhederne skal vare ens for at tallene kan sammenleagges. 3 ab-
ler” betyder ét &ble 3 gange, altsa “3*able”. Det er saledes ikke tallet 3, men operatoren “3*”, der kan ab-
straheres. Sammenlagning har derfor kun mening, hvis de to operatorer opererer pa den samme enhed, hvil-
ket sikres af en parentes:

T =2*3+5*3 =(2+5)*3=7*3 T = 2*3+5%4 = 2*3*1+ 5*4*1 =6*1+20*1 = (6+20)*1 = 26*1

Sammenlagning af breker giver samme problem som sammenlagning af tal uden enheder: Bruges princip-
pet om faelles naevner, bliver 1/2+2/3 = 7/6. Sammenlagges tzeller og navner hver for sig fas 1/2+2/3 = 3/5,
hvilket skolen betragter som meningslgst. Imidlertid udger 1 cola ud af 2 flasker sammen med 2 colaer ud af
3 flasker i alt 3 colaer ud af 5 flasker, og ikke 7 colaer ud af 6 flasker. Nu er det meningslase pludseligt ble-
vet meningsfuldt, og modsat. Igen er pointen at enhederne skal gares ens fgr sammenlagning: 1/2 af 2 fla-
sker og 2/3 af 3 flasker giver en total pa 1 flaske + 2 flasker, dvs. 3 flasker ud af 5, altsa 3/5 af flaskerne.

T =1/2 af 2 flasker og 2/3 af 3 flasker = 1/2*2*flaske + 2/3*3*flaske = 1*flaske + 2*flaske = (1+2)*flaske
= 3*flaske = 3/5*5*flaske

| tale-sproget bruges altid hele satninger for at vurdere en satnings sandhed. I stedet for blot at sige “gren”,
siger vi f.eks. “dette bord er gront”. Af samme grund burde ogsa tal-sproget bruge hele s&tninger fra farste
klasse og sige “T = 3*5” i stedet for blot “3*5”. Herved angives bade, hvad der beregnes, og hvordan det
beregnes.

Standardopgaver fra farste skolear som “3+5” er en tredjeordens abstraktion, abstraheret bade fra verden, fra
enhederne og fra ligningen. Sadanne abstraktioner er helt i overensstemmelse med mangde-matematikkens
grammatik-far-sprog tradition: “Ferst skal matematikken lares, senere kan den sa anvendes”. Men denne
tradition skaber store problemer for eleverne nar de senere mader tekstopgaver.
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6.2 Syntaksfejl

Vi beskriver verden ved hjalp af to sprog. Et tale-sprog, der itale-satter ting og heendelser i ord: “Dette bord
er hejt”. Og et tal-sprog, der ital-satter ting og haendelser i tal eller ligninger: “hgjden er femogfyrre centime-
ter (h =45*cm)”.

Og vi beskriver vore to sprog ved hjalp af to metasprog: Grammatik beskriver tale-sproget, og matematik
beskriver tal-sproget.

SPROGHUSET
KVALITETER KVANTITETER

META- Grammatik Subjekt Mangde Matematik
SPROG for Verbum Relation grammatik for

talesproget Objekt Funktion talsproget
SPROG Talesprog Ord-fortellinger Tal-forteellinger Talsprog

anvendelse af Saetninger Ligninger anvendelse af

grammatik Dette bord er hgijt h = 45*cm matematik

VERDEN TING I TID OG RUM

Inden for tale-sproget skelner vi mellem de to sprogniveauer ved hjalp af ordene “sprog og grammatik”.
Inden for tal-sproget, derimod, kaldes begge niveauer matematik, idet betegnelsen “talsprog” ikke findes.
Herved skabes syntaksfejl ved at overtraede Russells typeteori, der siger, at vi skaber meningslase satninger
ved at sammenblande forskellige sprogniveauer. Vi kan meningsfuldt sperge “Hvor i Frankrig ligger Paris?”,
men ikke “Hvor i Paris ligger Frankrig?”. Ligeledes vil selvreference som “Denne s#tning er usand” skabe
meningslashed. Tilsvarende har Godel vist, at matematik kan bevise setninger, men ikke sig selv. Menne-
sker accepterer gerne syntaks-fejl gennem ekko-laering, men computere naegter at acceptere syntaksfejl. Sa-
ledes ma programmet MathCad operere med forskellige typer lighedstegn.

At skrive 243 =5 er en syntaksfejl, da “2+3” er et regnestykke og “5” er et tal, hvilket er to forskellige typer,
da ordene “tal” og “regnestykke” ikke kan ombyttes: Regnestykker indeholder tal, og kan regnes ud, men tal
indeholder ikke regnestykker og kan ikke regnes ud.

Denne syntaksfejl kan undgas ved at skrive “2+3 —> 57, hvilket betyder “2 plus 3 giver 5”. Eller skrive
“(2+3) =57, dvs. at resultatet af regnestykket “2+3” er identisk med 5, svarende til, at parentesen i regne-
stykket “2+(3+4)” betyder, at 2 skal plusses med resultatet af regnestykket “3+4”.

Ligesom “2+3 = 5” er ogsa “x+3 = 5” en syntaksfejl. At skrive “x+3 = 5—x” er blot en normal fejl eftersom
“x+3” og “5—x" ikke er identiske regnestykker. Det er derimod meningsfuldt at skrive “(x+3) = (5—x)”, altsa
at sparge: For hvilket x er de to resultater identiske?

Det er meningsfuldt at skrive “f(x): x+2”, hvilket betyder “lad f(x) vaere et navn for regnestykket “x+2”, der
har x som et variabelt tal” . Men det er en syntaksfejl at skrive “f(x) = x+2” eftersom x+2 er et regnestykke
og f(x) er et navn for et regnestykke og derfor tilhgrer det overliggende abstraktionsniveau. vi slukker tarst
med vand i flasker, ikke med vand i kursiv.

Det er en dobbelt syntaksfejl at skrive f(3) = 5, altsa at 5 er et regnestykke med 3 som variabelt tal: 5 er et tal,
ikke et regnestykke, og 3 er et konstant tal, ikke et variabelt tal. Det er en syntaksfejl at skrive f(2x) eftersom
“2x” er et regnestykke og ikke et variabelt tal. Det er en syntaksfejl at skrive 2*f(x) eftersom 2 er et tal, og
f(x) er et navn pa et regnestykke. | stedet for at skrive y = f(x) burde vi skrive y = (x+2), eller y = (<f(x)>)
hvor <f(x)> = x+2.

At tale om en funktions veerdi er ligesa meningslgst som at tale om et udsagnsords humer. At tale om, at
matematik beskriver verden er ligesd meningslgst som at tale om, at grammatik beskriver verden. Mate-
matik og gram-matik beskriver sprog, og sprog beskriver verden. At “matematisere” verden er ligesd me-
ningslest som at “grammatisere” verden. Tekster kan skrives og leses, ikke “grammatikkes”, og priser kan
beregnes, ikke “matematikkes”. Matematiske modeller af verden er ligeséd meningsleose som grammatiske
modeller af verden. Verden beskrives af kvalitative og kvantitative satninger, ikke af deres grammatikker.

6.3 Fastlaste talemader skaber matematik-krig

Taleméden “Matematik og anvendelse af matematik” skaber en top-down overbevisning: “Naturligvis skal
matematikken da leeres for matematikken kan anvendes, ellers er der jo ingen matematik at anvende!”. En
mod-taleméade som “talsprog og talsprogets grammatik” skaber den modsatte bottom-up overbevisning: “Na-
turligvis skal sprog da lares for sin grammatik, ellers har grammatikken jo ikke noget at beskrive!”. Overbe-
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visningen afhanger altsa af hvilken talemade, der hersker. Men overbeviste gar sjeldent i dialog med mod-
parten, snarere i matematik-krig.

Ved at fastholde ekko-taleméden “Matematikken findes, og matematikken anvendes, derfor skal der undervi-
ses 1 matematik” har den moderne mangde-matematik installeret en top-down “grammatik fer sprog” prak-
sis, som ville skabe global analfabetisme, hvis den bredte sig fra talsproget til talesproget: Naesten alle taler
modersmalet flydende, men fa er i stand til at redegare for hvilke grammatiske regler, som anvendes nar
setningerne formes, for grammatisk viden er ofte tavs viden, kompetence. Ved at fastlase sine talemader har
den moderne mangde-matematik fastlast en situation, hvor talsproget og dets grammatik, matematik forhin-
dres i at blive en menneskeret.

Lasningen ligger i at skelne mellem sproghusets to niveauer, sprog og grammatik, f.eks. ved at begynde at
bruge talemaderne talsprog og talsprogets grammatik”. vi kan sé se at undervisning i grammatik far sprog
vil forhindre at talsprog og matematik bliver en menneskeret. Og se, at taleprog og talsprog ber behandles
ens, dvs. farst sprog, s grammatik. Tale-sproget leeres ved at itale-satte verden, og tal-sproget laeres ved at
ital-seette verden. Og grammatikken skal ikke ngdvendigvis italesaettes, men tillades at udvikles som tavs
viden, kompetence.

Matematikundervisning handler altsa om at undervise i talsproget og dets grammatik matematik, ikke i “me-
ta-matik”, hvor den historiske reekkefalge vendes pa hovedet ved at definere noget abstrakt ud fra noget end-
nu mere abstrakt.

AO07 Alternativer til den moderne maengde-matematik
Der er tre alternativer til den moderne mangde-matematik, da der er fire svar til matematikleringens to ho-
vedspgrgsmal:

* Hvordan kommer begreberne ind i den sociale bevidsthed, oppefra eller nedefra?
» Hvordan kommer begreberne ind i den individuelle bevidsthed, udefra eller indefra?

Begreber kommer: UDEFRA INDEFRA
OPPEFRA “En funktion er et eksempel pa en relati- | “En funktion er ligesom en maskine,
Platonister, realister, on mellem to mangder, som ...” som behandler tal”

strukturalister mengdebaseret matematik konstruktivistisk matematik
NEDEFRA “En funktion er et navn for et regnestyk- | “En funktion er for eksempel 2+x
Sofister, nominalister, |ke med variable tal” eller 2*s, men ikke 2+3”
post-strukturalister mangfoldighedsbaseret matematik praksislaering som f.eks. mesterlere

Moderne meengdebaseret matematik svarer “oppefra og udefra” ved at fremstille abstrakte begreber som
eksempler pa endnu mere abstrakte begreber. Enten som folkeskolens Bourbaki-definition ”En funktion er et
eksempel pa en mangde af ordnede talpar hvorom det geelder at farstekomponentsidentitet medfgrer anden-
komponents-identitet”. Eller som gymnasiets Dirichlet-definition “En funktion er et eksempel pa en relation
mellem to mangder, som til hvert element i den ene maengde knytter ét og kun ét element i den anden”.
Denne fremstillingsmade forbinder et abstrakt begreb med et mere abstrakt begreb. Eleverne hgrer dette som
“bublibub er et eksempel pa bablibab”, dvs. som et udsagn uden mening, som blot skal leeres udenad for at
besta eksamen.

Med mindre eleverne konstruerer deres egen mening, f.eks. ved at bruge en metafor som “overbarer” af
mening fra det samme abstraktionsniveau: “En funktion er ligesom en maskine, der behandler tal”. Kon-
struktivistisk matematik svarer saledes “oppefra og indefra”, og betragter begreber som noget, den individu-
elle elev konstruerer gennem aktivitet eller samtale. Teoretikere er Piaget, Vygotsky m.fl.

Poststrukturel matematik svarer “nedefra og udefra” ved som Euler i 1748 at fremstille abstrakte begreber
som navne for mindre abstrakte begreber, opstéet af social praksis: “En funktion er et navn for et regnestyk-
ke med variable tal”. (Denne “sociologiske sociale konstruktivisme” anser begreber som konstrueret af social
praksis. Den er forskellig fra Vygotskys “psykologiske sociale konstruktivisme”, som anser begreber for at
veere universelle.) Denne fremstillingsmade forbinder et abstrakt begreb med et mindre abstrakt begreb. Ele-
verne herer dette som “bublibub er et navn for et regnestykke”, dvs. som et udsagn, hvor noget ukendt far
mening nedefra. | dette tilfeelde behgver eleverne derfor ikke konstruere deres egen mening. Udfordringen er
at give fortzellingerne om disse sociale praksiser eventyrets form, hvorved skolen maske kan ga over til au-
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tomatisk pravefri leering, som antydet af at eventyr har kunnet overleve i en skolefri, ikke-skriftlig, far-
farmoderne kultur. Teoretikere er Foucault, SSK (Sociology of Scientific Knowledge), m.fl.

Praksislering, situeret leering, som f.eks. mesterlere svarer “nedefra og indefra”. Lerlingene konstruerer
mening ved at observere og deltage i social praksis: “En funktion er for eksempel 2+x eller 2*s, men ikke
2+3.” Denne fremstillingsméde forbinder et abstrakt begreb med et vald af eksempler fra begrebets eksem-
pelfylde. Matematik vil fremvokse gradvist (dels som italesat viden, kvalifikationer, dels som tavs viden,
kompetencer) gennem gradvis deltagelse i den sociale praksis, som har skabt tallene, algebraen og geometri-
en, altsd madet og arbejdet med mangfoldighed, bundtning & stakning og jordmaling. Teoretikere er Lave
m.fl.

Inden for den moderne maengde-matematiks lejr er der i dag opstaet den sakaldte matematikkrig mellem
gymnasieniveauets formidlere og grundskolens konstruktivister. Begge anser matematikken for at veere uni-
versel, men hvor formidlerne er tror at ”dannelsen sker gennem det satningsfyldte mede med s@tningens
grundled”, mener konstruktivisterne, at “dannelsen sker gennem det s@tningsfrie mede med setningens
grundled”, hvor eleverne sa tillades at danne des egne satninger som sa tilpasses i en indre dialog med sig
selv (Piagets radikale konstruktivisme) eller i en ydre dialog med andre (Vygotksys sociale konstruktivisme).
Ved overgangen mellem de to uddannelsesniveauer vil konstruktivistiske elever ofte mangle en reekke saet-
ninger (om bl.a. brgkregning) som gymnasieniveauet forudsztter, hvilket far matematikkrigen til at blusse op
igen og igen.

Forskellen pa matematik oppefra og matematik nedefra er, at matematik oppefra har maengden som grundled
i sine s&tninger, medens matematik nedefra har mangfoldigheden som grundled i sine s&tninger. Inden for
matematik nedefra er der den samme forskel pa formidlere og konstruktivister om hvorvidt dannelsen sker
gennem det seetningsfyldte eller det satningsfrie made med setningens grundled. Dette lgses ved at leegge
hovedvagt pa setningsfrie mader i barneskolen og setningsfyldte mader i ungdomsskolen.

A08 Konstruktivisme-matematik

Konstruktivisme-matematik svarer som sagt “indefra” pa spergsmalet “hvordan kommer begreber ind i ho-
vedet pa elever, udefra eller indefra?”: vi kan ikke helde begreber pa elever (tankpasser-teenkning), eleverne
konstruerer selv deres egne versioner af begreberne. Falgelig skal elever ikke tvinges til at fglge bestemte
algoritmer, men tillades at udvikle deres egne algoritmer.

Konstruktivisme bygger pa den sakaldte kognitive psykologi, herunder iszr Piaget. | korthed kan Piagets
teori formuleres som “forst gribe - s& begribe”: Biologisk kan pattedyr ngjes med at fode f& bern, som bliver
robuste ved at blive plejet medens de lzerer at tilpasse sig omgivelserne (adaption). Denne tilpasning finder
sted ved at individet modtager impulser fra omverdenen og pa baggrund heraf udvikler kompetencer ved at
danne skemaer i hjernen. Skemaerne bruges til at assimilere nye impulser med (genkendelse, det er ligesom
..., det er et eksempel pa ..., osv.). Impulser der ikke kan assimileres giver anledning til at de eksisterende
skemaer omformes (erkendelse, akkommodation), eller at der dannes nye skemaer.

Ifglge Piagets radikale konstruktivisme udvikler elevens begreber sig altsa i samvar med ting. Det er derfor
leererens opgave at sikre en righoldighed af konkrete materialer til stotte for elevernes begrebsudvikling.

Ifelge Vygotskys sociale konstruktivisme udvikler elevens begreber sig derimod i samvaer med mennesker.
Dels med andre elever, hvorfor undervisningen ogsa ma omfatte tid til interne elevdialoger. Dels med lzre-
ren som ma forsgge at fa elevens dagligdagsbegreber (farsteordens sprog) til at udvikle sig sa det kan na op
til fagets videnskabelige begreber (andenordens sprog) ved at “stilladsere” elevens begrebsudvikling. Derfor
ma laereren kunne differentiere sin undervisning til den enkelte elev, sa undervisningen vil forega i elevens
“narmeste udviklingszone”. Og eleven bgr udstyres med en individuel portefglje til dokumentation af sin
leringsproces.

Konstruktivisme-matematikken har haft stor succes i de farste skolear, men den har skabt store overgangs-
vanskeligheder mellem barne- og ungdomsskole, idet eleverne her mgder op med vidt forskellige forudseet-
ninger sammenholdt med at eleverne ved afslutningen skal til en felles eksamen. Dette misforhold er en af
de primeere grunde til at der er udbrudt en matematik-krig mellem mangde- og konstruktivisme-matematik.
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A09 Kompetence-matematik

Kompetence-matematik er et dansk faenomen, som muligvis vil brede sig internationalt, til trods for at dens
kompetencebegreb strider mod det forskningsbaserede kompetencebegreb som det f.eks. kommer til udtryk i
sociologen Giddens’ skelnen mellem diskursiv og praktisk (tavs) bevidsthed. Den udspringer af professor
Mogens Niss’s kompetencerapport som forligger i to udgaver, en fuld version pa 336 sider og en “’pixi”-
udgave pa 51 sider. | det falgende henvises til pixi-udgaven.

Kompetence-matematikken tager sit udgangspunkt i matematik-krigen med en irritation over at matematik-
ken fortolkes forskelligt pa de forskellige steder i uddannelsessystemet:

”Vi har ogsa ... haftet os ved sammenhangs-, overgangs- og progressionsproblemer i matematikundervis-
ningen. Sammenhangsproblemet bestar i, at det fag, der beerer navnet matematik, i virkeligheden er sé for-
skelligt teenkt, fortolket og realiseret i de forskellige dele af uddannelsessystemet, at det kan veere sveert at far
gje pa, hvad er er felles for faget. (side 6)”.

Disse forskellige matematiksyn gnsker rapporten aflgst af ét feelles matematiksyn:

”...er én forudsatning afgerende ... Det er at matematikundervisningsaktererne ... tenker pa det samme fag,
nar de taler om matematik, og ikke kun pa en ydre etiket, og at de opfatter deres opgave som verende pa
hver deres made at bidrage til, at barn og unge op igennem uddannelsessystemet udvikler og udbygger deres
matematiske kompetence. Med andre ord er det centralt at matematikundervisningens aktgrer alle betragter
sig som del af det samme overordnede undervisningsprojekt og ikke som aktarer i en reekke adskilte projek-
ter, der enten ikke har noget sarligt med hinanden at gare, eller som direkte kan komme hinanden pa tvers.
(side 9)”.

Alle undervisere skal dbenbart vaere missionarer” med samme mission, hvor afvigende fortolkninger kan
gribe forstyrrende ind og derfor ikke kan tolereres. Hvad denne falles mission er fremgar af kapitel 5.3 og
5.4 samt af side 12 og 13, hvor den moderne mangdematematiks fagomrader oplistes samtidig med at der
tages afstand til alternative opfattelser, som f.eks. de angelsaksiske ”faenomenologiske kategorier”: Rum,
form og manstre, forandring og veekst, maling, mm.

Tidligere havde lzreren ellers metodefrihed inden for sin fortolkning af fagets mal og midler. Dette vil kom-
petence-matematikken nu satte en stopper for. Der er kun én falles tolkning af fagets mal og midler, og der
er kun én metode, kompetenceudvikling. Det er nemlig vigtigt at ikke kun fagomraderne formidles til elver-
ne, men at ogsa fagligheden formidles, altsa et eleverne ikke kun laerer matematik, men ogsa larer at ”ge-
barde sig i og med matematik (side 23)” ved at laere 4 “’i-kompetencer” og 4 "med-kompetencer”, som sam-
les i en 8-bladet kompetenceblomst (side 22).

Andre skelner mellem kvalifikationer og kompetencer som hhv. italesat og tavs viden, eller som hhv. faer-
dighed og viden. Kompetence-matematikken samler det hele under betegnelsen kompetence som defineres
som indsigtsbaseret handleparathed:

”Vi kan ogsa sige, at en matematisk kompetence er indsigtsfuld parathed til at handle hensigtsmaessigt i situ-
ationer, som rummer en bestemt slags matematiske udfordringer. (side 21)”

En kompetence er altsa indsigtsbaseret og kan derfor farst udgves nar indsigten er til stede, dvs. nar stoffet er
leert. Herefter kan indsigten bruges til at handle med i forhold til ” matematiske udfordringer” dvs. matematik
kan sa anvendes pa matematikken selv og ikke pa omrader uden for matematikken. Sa kompetence-matema-

tikken gentager den moderne mangde-matematiks fejltagelse ved igen at gare matematikken selvrefererende.

Undervisningen organiseres i en matrix-struktur: ’Det vil vaere narliggende for hvert undervisningstrin at
teenke i en matrixstruktur, hvor de matematiske stofomrader udger f.eks. reekkerne og de otte kompetencer
sgjlerne. Matricen skal sa betragtes som en opgarelse over, hvordan den enkelte kompetence udgves i for-
hold til det enkelte stofomrade. (side 40).”

Undervisningsmatrix | Kompetence 1 Kompetence 2 Kompetence 8

Stofomrade 1

Stofomrade 2

Stofomrade 10

Med de otte kompetencer skal eleverne ikke kun lzere matematik, men ogsa laere at anvende matematik pa
matematik. Men matematikkens historie viser at matematikken ikke har skabt sig selv, men er blevet skabt af
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problemer uden for matematikken, og stadig i dag anvendes pa mange omrader uden for matematikken. Det-
te forhold tager kompetence-matematikken hejde for ved at indfere tre “meta-kompetencer” som kaldes
overblik og demmekraft:

”De omtalte kompetencer har som navnt alle et handlingsprag, derved at de er rettet mod omgangen med
forskellige typer af udfordrende matematiske situationer. Udover de sider af matematisk faglighed, som vi
med disse kompetencer forsgger at indfange, har vi fundet det gnskeligt at operere med en type “aktive ind-
sigter” vedrerende matematikkens karakter og rolle i verden, som ikke har adfaerdspreeg i direkte forstand. ...
Det drejer sig om pa baggrund af viden og kunnen at besidde overblik og demmekraft vedrgrende a) mate-
matikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisomréader, b) matematikkens historiske udvikling, savel
internt som i samfundsmaessig belysning, og ¢) matematikkens karakter som fagomrade. (side 33)”

Igen kan forholdet til omverdenen ferst udvikles nar det sker ”pa baggrund af viden og kunnen”, dvs. efter at
matematikken er leert. Herved forstaerkes kompetence-matematikkens budskab om at matematik er til for
matematikkens egen skyld. Kompetence-matematikken er sdledes moderne mangde-matematik i ny for-
klzedning, som forsgger at vinde matematikkrigen mod konstruktivisterne ved et kup. | stedet for at vedkende
sig forskelligheden og benytte denne til en frugtbar dialog mellem ligeveerdige partnere, forseger kompeten-
ce-matematikken at tilslgre forskelligheden ved at overtage konstruktivisternes centrale begreb, kompetence,
men a&ndre begrebets indhold fra tavs viden til det modsatte, indsigtsbaseret handleparathed.

Kompetence er altsa ikke mere noget alle pattedyr automatisk udvikler i samvar med deres omgivelser, men
noget som artige elever udvikler i samveer med kompetente kompetenceformidlere.

Den franske post-strukturalist Foucault har indfert begrebet ”pastoralmagt” om institutioner som skaber kli-
enter ved at indfere nye talemader. Taleméaden “frelse” skaber den ufrelste, syndige klient. Taleméden “dan-
nelse” skaber den udannede klient. Talemaden “kvalificeret” skaber den ukvalificerede klient. Talemaden
“kompetent” skaber den inkompetente klient. Osv.

Men pastoren er klar til at hjelpe klienten: ”Du er udannet, men frygt ikke, thi vi de dannede skal nok hjalpe
dig. Du skal blot indremme din udannethed, angre den og komme til min uddannelsesinstitution og gere
hvad jeg siger, sa skal du nok blive frelst.”

Farst forsggte maengde-matematikken at disciplinere eleverne med taleméaden “ansvar for egen laering”. Men
eleverne tog denne talemade alvorligt og vendte ryggen til meengde-matematikkens “meta-matik” og dens
meningstomme selvreference (en funktion er et eksempel pa en mangderelation: Bublibub er et eksempel pa
bablibab). Nu forsgger maeengde-matematikken sa et come-back ved at @ndre sit navn til kompetence-
matematik, som sgger at disciplinere og umyndiggare leererne ved at konstruere dem som inkompetente med
deraf fglgende behov for kompetenceudvikling gennem massiv efteruddannelse.

Kompetence-matematikken er ganske snedig ved at udskifte talemaden kvalifikation med talemaden kompe-
tence: “Kvalifikation” skaber den ukvalificerede, og “kompetent” skaber den inkompetente. Men hvor den
ukvalificerede kan kurere sig selv ved at kvalificere sig, sa kan den inkompetente ikke kurere sig selv ved at
“kompetencere” sig, og er dermed overladt til at blive kureret af andre, de kompetence-kompetente, ved at
melde sig pa disses kompetenceudviklingskurser, som ofte begynder med at kursisten far udleveret et blankt
stykke papir, hvor vi skal skrive hvilke kompetencer vi gnsker at far udviklet. Kafka har saledes ikke skrevet
”Processen” forgaeves.

Ved at udelade kompetencen “at eksperimentere” viser kompetence-matematikken, at den kun respekterer
videnskaben, og hverken videnskabelsen eller det videnskabende. Samt at den ikke respekterer den made
hvorpa bern og unge tilegner sig viden gennem selvaktivitet og ”sladder”-forteellinger. Ved at definere kom-
petence som indsigtshaseret forudsztter kompetence-matematikken, at matematikken allerede er lzrt, hvor-
efter resten af tiden s kan bruges pa at anvende matematikken, ikke pa omverdenen, men pa sig selv gen-
nem otte interne kompetencer til udgvelse af matematikfaglighed. Herved bliver kompetence-matematikken
en “katolsk” matematik med otte sakramenter, gennem hvilken mgdet med videnskaben kan finde sted.

Heroverfor star s3 mangfoldigheds-matematikken med sin “protestantiske” matematik, som betoner vigtig-
heden af det direkte mgde mellem individet og det videnskabende (mangfoldigheden), og som kun har to
sakramenter, teelle og regne. Gennem dette leeringsmgde udvikler eleven en, ikke matematisk, men kvantita-
tiv kompetence, som er tavs, og kvalifikationer, som omfatter dels talsproglige kvalifikationer i at kunne
bruge talsproget til at ital-satte verden, dels talgrammatiske kvalifikationer i at kunne bruge tale-sproget til
at itale-seette tal-sproget.
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A10 Mangfoldigheds-matematik

Matematikkrigen er en borgerkrig inden for mangde-matematikkens egen lejr, idet bade kompetence-
matematikken og konstruktivisme-matematikken anser matematikkens begreber som universelle, og derfor
begge ma betragtes som strukturalister i videnskabskrigen mellem strukturalister og post-strukturalister. Et
tredje alternativ kan derfor findes hos post-strukturalisterne.

| videnskabskrigen er strukturalisterne er repraesenteret af den moderne mangde-matematik, som tror pa at
der findes en universel struktur, mangden, som hele matematikken kan fremstilles som eksempler pa. Post-
strukturalisterne er repraesenteret af den postmoderne mangfoldigheds-matematik, som tror pa at geometri og
algebra er vokset op af de sociale praksiser, de benavner, jorddeling og produktdeling. Mangde-matematik-
ken negligere Russells typeteori og indfanges derfor i syntaksfejl. Mangfoldigheds-matematikken accepterer
Russells typeteori og undgar derfor syntaksfejl.

Syntaksfejl undgas ved kun at acceptere mangestakke, polynomier, decimaltal som tal, og acceptere at ratio-

nale og irrationale tal som brgker, radder, logaritmer mm. er regnestykker, som kan udregnes til en raekke
forskellige tal alt efter kravet til ngjagtighed. Og ved at vaere meget papasselig med funktionsbegrebet, og
ngjes med det Eulerske funktionsbegreb, som i gvrigt ogsa fysikfaget bruger i sine formler. Samt gere mate-
matikken funktionsfri indtil funktionsbegrebet bliver autentisk der hvor det opstod historisk i forbindelse

med differential- og integralregningen.

Abstraktionsfejl undgas ved at vaere omhyggelig med at vi kun plusser benavnte tal og bragker, sa vi er sikker
pa at tallenes enheder en ens ved at sztte den feelles benavnelse uden for parentes. Ellers skal enheden farst
omveksles/ombundtes ved hjelp af omvekslings/ombundtningsligningen T = (T/b)*b. Hvilket vil sige at
gange og division bliver mere grundleeggende end plus og minus.

Forskellen mellem strukturalistisk og post-strukturalistisk matematik er den, at den ferste formidler mangde-
fortaellinger, medens den anden formidler mangfoldigheds-fortallinger. Begreberne er de samme, men frem-
stilles hhv. oppefra som eksempler af mere abstrakte begreber, og nedefra som abstraktioner fra mindre ab-

strakte begreber. Ogsa talemaderne er forskellige:

Moderne meaengde-matematik
(KOM-rapporten side 41-42)

Postmoderne mangfoldigheds-matematik
(KOMMOD-rapporten, side 2-3)

Tal: Naturlige, hele, rationale, reelle, komplekse. Posi-
tionssystemet.

Tal: Bundtning og stakning, tal og antal, decimaltal, konstante
og variable tal, styktal, pr.tal.

Aritmetik: Regningsarterne plus, minus, gange, divi-
sion, procentregning.

Regning: (om)bundtningsligningen T = (T/b)*b
(om)stakningsligningen T = (T-b)+b.

Algebra: Ligninger, kompositioner, algebraiske struk-
turer (grupper, ringe, legemer, vektorrum).

Algebra, genforenings-regning:

Forening af variable og konstante styktal og pr.tal til totaler
ved hjalp af plus, gange, integration og potens.

Opdeling af totaler i variable og konstante styktal og pr.tal ved
hjeelp af minus, division, differentiation og rod/logaritme.
Frem- og tilbageregning.

Geometri: Plan og rum, koordinatgeometri, deduktiv
geometri.

Geometri, jorddelings-regning:

Triangulering af figurer, trigonometri som procentregning.
Runde figurer. Rumlige figurer. Plane tegninger af rumlige
figurer.

Funktioner: Funktion som mangderelation, polyno-
mier, rationale, trigonometriske, potens-, eksponential-
og logaritmefunktioner.

Infinitesimalregning: Kontinuitet, grenseveerdi, diffe-
rentiation, ekstrema, integration, differentialligninger.

Sandsynlighedsregning: Kombinatoriske sandsyn-
ligheder, stokastiske variable, standardfordelinger
Statistik: Beskrivende statistik, parameterestimation,
hypotesetestning.

Variablers variation: Vakst-regning

Funktion som et regnestykke med variable tal.

Konstant variation:

I tal: Lineer +veekst Ay=a$, y = b+a*x

I procent: Eksponentiel *veaekst Ay/y=r%, y = b*(1+r)"x

| tal&procent: Opsparingsvaekst Ay=a$&r% ,y=a*R/Ir
Variabel forudsigelig variation:

Krum veekst: dy = fdx, y = b+[fdx

Variabel uforudsigelig variation:

Stokastisk variation: Ay=?, y = ygns. +2*Aygns.

Kvantitativ litteratur, de tre genrer:

Fakta, FritFaldsberegninger: DaSa-beregninger
Fiktion, Affaldsberegninger: HvisSa-beregninger
Fidus, Dgdsfaldsberegninger: HvadSa-beregninger
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Mangfoldigheds-matematik kan ogsa kaldes "matematik nedefra, efter naturmetoden”. Den opfatter matema-
tik som mangfoldighedslere ved at forteelle matematikken som 7 fortaellinger om mangfoldighed, som det
fremgar af den vedhaftede folder.

A1l Postmoderne matematik til postmoderne elever?
Enhver debat om matematikundervisning ber udover faget ogsa omfatte de leerende, eleverne. Er elevtyper
noget konstant eller noget, som andres med tiden? Er der bade moderne og postmoderne elever?

Mennesket har huller i hovedet for at kunne dannes af mad til kroppen og forteellinger til hjernen. Men ma-
den skal have vitaminer, og forteellingerne skal have mening, ellers sker der misdannelse. Inspireret af psy-
kologen Ausubel kan vi sige, at meningsfuld lering finder sted nar eleven far et svar pa sit ”sladderlerings”-
spergsmal: “Fortael mig noget jeg ikke ved, om noget jeg ved.”

Den moderne samfund troede pa strukturalismen: Verden ekkoer metafysiske strukturer, der kan opdages
gennem forskning og blive til videnskab, der ekkoes gennem lzerebgger og laerere ud til skolens elever. Mo-
derne elever spurgte: “Fortael os hvad vi skal kunne til eksamen”, og skolens svarede: “Ekko, og besta”. Ek-
ko-undervisning og ekko-laring var som skraeddersyet til det moderne “ekko-samfund” og dens ekko-
produktion af standardvarer. Det var nemt at fa identitet i det moderne ”standard-samfund”, vi skulle blot at
ekkoe en standardidentitet.

Imidlertid er det moderne vare-samfund blevet aflgst af et postmoderne informationssamfund med introduk-
tion af det globale TV i lokale kulturer. vi kan ekkoe ét standardsvar, men ikke flere samtidige svar. Med
globale modsvar til lokale standardsvar bliver identitet forvandlet til selvidentitet, et refleksivt projekt, hvor
individet ma opbygge sin egen biografiske selvfortalling gennem autenticitet og meningsfuldhed, som be-
skrevet af sociologen Giddens. Det er svart at fa identitet i det postmoderne “dilemma-samfund”, der tvinger
postmoderne elever til at opbygge selvidentitet ved hele tiden at stille ’sladderlaerings”-spergsmaélet “forteel
mig noget jeg ikke ved, om noget jeg ved”.

Top-Down “ekko-undervisning” definerer noget abstrakt som eksempel pa noget endnu mere abstrakt (en
funktion er et eksempel pa en relation mellem to mangder). Top-Down definitioner bliver derved “ukendt-
ukendt” relationer, som ikke kan forankres i elevens eksisterende selvfortelling. Eleven hgrer dem som
“bublibub er et eksempel péd bablibab”. De bliver meningslese, hvorfor postmoderne elever vil vaelge “ekko-
vagring”, hvor moderne elever valgte ”ekko-leering”.

Bottom-Up undervisning definerer noget abstrakt som navn for et fallestraek ved konkrete eksempler (en
funktion er et navn for regnestykker med variable tal, Euler 1748). Bottom-Up satninger bliver derved
“ukendt-kendt” relationer, der meningsfyldt kan forankres i elevens eksisterende leringsfortaelling og der-
med udvide denne: “Jeg ved ikke hvad bablibab er. Men jeg ved, hvad et regnestykke er. Jeg vidste ikke, det
kunne hedde en funktion, men det ved jeg nu. For du har fortalt mig noget jeg ikke ved, om noget jeg ved.
Kan du ogsé forteelle mig noget jeg ikke ved om funktioner?”

A12 Konklusion

Alle de fire kendte metafysiske nedslag i verden er baseret pa tal. Inspireret af denne succes opstod formod-
ningen om, at ogsa tallene havde en metafysisk kilde, og at matematik og logik kunne forenes til ét fag. Den
moderne maengde-matematik var svaret pa denne formodning.

Mangde-matematikken strandede dog pa at den er bygget pa selvreference, og dermed er behzaftet med de
syntaksfejl, selvreferencen medfarer. Den negligerer imidlertid sine syntaksfejl og forseger nu et come-back
i skolen under navnet kompetence-matematik.

Det der derfor pa tide at tage opgive troen pa, at ogsa tallene har en metafysisk kilde, og at bruge Russells
typeteori som grundlag for at opbygge en postmoderne mangfoldigheds-matematik nedefra til aflasning af
den moderne mangde-matematik oppefra.
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A13 KOMMOD-rapporten

KOMMOD-rapporten giver et alternativt svar til KOM-projektets kommissorium i forventning om at dettes
giver, Naturvidenskabeligt Uddannelsesrad og Undervisningsministeriet, ansker at respektere almindelig
demokratisk IDB-tradition med Information og Debat mellem alternativer inden en Beslutning tages. Rap-
porten besvarer nedenstaende spergsmal vedrgrende matematikundervisningen:

Hvad er samfundets krav til undervisningen?

I hvilken udstraekning er der behov for at forny den eksisterende undervisning?
Hvordan kan undervisningen tage hensyn til den nye elevtype?

Hvilket indhold kan der veere i et tidssvarende matematikfag?

Hvordan kan fremtidens undervisning veere organiseret?

Hvordan kan progression og sammenhang i undervisningen sikres?

Hvilke konsekvenser vil en a@ndret undervisning fa for leereruddannelsen?
Hvilke kompetencer og kvalifikationer kan erhverves pa de forskellige stader af undervisningen?
Hvordan kan kompetencer og kvalifikationer males?

Hvordan kan fremtidens undervisningsmaterialer se ud?

Hvordan kan en lgbende udvikling af undervisningen sikres?

Hvordan kan Danmark udveksle erfaringer om undervisningen med udlandet?

—_—X——-oD Q-0 Qo000 oL

Ad a. Vort demokratiske samfund har behov for, at borgere og specialister har et felles talsprog, som de kan
kommunikere i om kvantitative forhold og beregninger. Samfundet har behov for, at matematik bliver en
menneskeret, bade som diskursiv kvalifikation og som tavs kompetence.

Ad b. Der er behov for at forny den nuvaerende matematikundervisning for at lgse dens tre hovedproblemer:
1. Der findes en udbredt talsprogs-analfabetisme, hvor mange borgere vaegrer sig ved at benytte talsproget. 2.
Der er store overgangsproblemer mellem primeer, sekundzr og tertizer uddannelse. 3. Der er en vigende til-
gang til matematikbaseret videreuddannelse inden for naturvidenskab, teknologi og gkonomi, samt en stor
mangel pa nye gymnasielarere i matematik.

Ad c. Fremtidens matematikundervisning bgr respektere nutidens demokratiske, anti-autoriteere ungdom og
dens krav om mening og autenticitet. Dette kan opnas hvis faget begynder at respektere sine historiske rgd-
der, og rehumaniserer sig ved at fremstille sine abstraktioner som abstraktioner og ikke som eksempler, dvs.
som abstraktioner fra eksempler (en funktion er et navn for et regnestykke med variable tal), og ikke som
eksempler pa endnu mere abstrakte abstraktioner (en funktion er et eksempel pa en mangderelation). Kort
sagt, faget bar fremstille sig som mate-matik, der erkender at det har fysiske rgdder og er vokset op nedefra
gennem abstraktioner. Og faget ma sige farvel til den nuvaerende meta-matik og dens tro pa at faget har me-
ta-fysiske rgdder og er vokset ned oppefra gennem eksempler. Endelig ma faget respektere, at mennesker
leerer forskelligt. Bern laerer ved at marke verden, dvs. gennem kompetenceopbygning. Unge leerer ved at
Iytte til verden, dvs. gennem forteellings- og kvalifikationsopbygning ud fra leeringsspergsmalet “forteel mig
noget jeg ikke ved, om noget jeg ved” (sladder-lering).

Ad d. Matematikken ma respektere sin historie som fremvokset gennem abstraktioner, og dermed ogsa sin
konstruktion som talsprogets grammatik, der fgrst kan introduceres efter at talsproget er udviklet. Talsproget
er vokset ud af mgdet med kvantitet i tid (gentagelse) og i rum (mangfoldighed). Dette mgde har affgdt kon-
struktion af tal til at beskrive totalen, enten gennem optelling i styk, bundter, bundter af bundter, bundter af
bundter af bundter osv. Eller hurtigere ved gennem beregning at opsamle og opdele styktal (3 kr.) og pr.tal
(3 kr./dag, 3%): Plus og minus opsamler og opdeler variable styktal (3+5 = ?, 3+? = 8). Gange og division
opsamler og opdeler konstante styktal (3*5 = ?, 3*? = 15). Potens og rod&logaritme opsamler og opdeler
konstante pr.tal (3 gange 5% = ?%, 3 gange ?% = 20%, ? gange 5% = 20%). Integration og differentiation
opsamler og opdeler variable pr.tal (5 sekunder & 2m/s voksende jeevnt til 4m/s = ?m, 5 sekunder a 2m/s vok-
sende ? til 4m/s = 18m). Kort sagt, faget ma respektere, at geometri er vokset ud af det, ordet betyder pa
graesk, jordmaling. Samt at algebra er vokset ud af det, ordet betyder pa arabisk, genforening, dvs. opsamling
og opdeling af konstante og variable styktal og pr.tal. Geometri og algebra ma altsa respektere deres histori-
ske rgdder som fremvokset af landbrugskulturens to hovedspergsmal: “Hvordan deler vi jorden, og det den
producerer?” Talsproget har en rakke typiske anvendelsesomrader: Geometri regner pa former og figurer.
Handelsregning regner pa niveautal. Vekstregning regner pa forudsigelig variation. Statistik/sandsynligheds-
regning regner pa uforud-sigelig (men “bagud-sigelig”) variation. Det er vigtigt at sikre, at undervisningen
renses for “dreeber-matematik™ (dvs. matematik, der ikke forekommer uden for klassevarelset, og som kun
kan anvendes til én ting, at dreebe elevers interesse). Plus bar kun forekomme inden for den parentes, der
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sikrer at enhederne er ens (T = 2*3 + 5*3 = (2+5)*3 = 7*3 = 21). Braker bgr kun optreede sammen med deres
totaler (1/2 af 2 + 2/3 af 3 = 3/5 af 5). Ligninger bar lgses ved tilbageregning. Da jagten pa et veldefineret
mangdebegreb er opgivet bar dette fjernes, og funktion udskydes til det dukker op historisk efter differen-
tialregning.

Ad e. Fremtidens matematikundervisning kan organiseres i to hovedomrader: Barnets matematik og ung-
dommens matematik, svarende til hhv. 1-7 skolear og 8-12 skolear. Gennem mgdet med matematikkens rgd-
der, gentagelse og mangfoldighed, udvikles fagets to kernekompetencer: teelle og regne.

Ad f. Progression og sammenhang i undervisningen kan sikres ved at barnets matematik vokser ud af den
lokale mangfoldighed, agerbrugskultur med land og by, og ved at ungdommens matematik vokser ud af in-
dustrikulturens globale mangfoldighed. Samt ved at barnet primeert arbejder med styktal, og ungdommen
primeert med pr.tal.

Ad g. Med en opdeling af matematikundervisningen i barnets matematik og ungdommens matematik vil det
ogsa veere naturligt at opdele leereruddannelsen i barneskoleleerer og ungdomsskolelearer, pa samme made
som det sker naesten overalt i udlandet. Det betyder at al fremtidige leereruddannelse samles pa college-
niveauet, enten pa et universitet eller pa et CVU. Pé sigt vil det falde sasmmen med den opdeling af skolen i
en barneskole og en ungdomsskole, der vil finde sted inden for det naste tiar i forbindelse med gymnasiets
sammenbrud pa grund af gget leererpensionering og mangelfuld tilgang af nye lzerere inden for matematik og
naturvidenskab.

Ad h. Gennem mgdet med gentagelse og mangfoldighed udvikler barnet kompetencer i at opsamle og opdele
konstante og variable styktal. Pa marken ferer bundtning og ombundtning til gangning og division. | byen
farer stakning og omstakning til plus og minus. Gennem fortaellinger om beregning af gentagelse og mang-
foldighed udvikler den unge kvalifikationer i at opsamle og opdele konstante og variable pr.tal. Den totale
rente farer til potens, rod og logaritme. Den totale vejstraekning farer til integral- og differentialregning.

Ad i. Kompetencer er tavs viden og kan derfor hverken beskrives eller males, men vil udvikle sig automatisk
gennem mgdet med meningsfulde og autentiske situationer, og vokse ud fra mange konkrete oplevelser med
gentagelse og mangfoldighed, bundtning og stakning, opsamling og opdeling, styktal og pr.tal. Kvalifika-
tioner kan som nu males gennem lgsning af tre typer opgaver: Rutineopgaver, tekstopgaver og projekter.

Ad j. Fremtidens undervisningsmaterialer bgr veere kortfattede for at der kan afsattes tid til elevernes laring
gennem selvaktivitet. Materialet ber respektere, at eleverne har to hjerner, en krybdyrhjerne til rutiner og en
menneskehjerne til begribelse. Der bar derfor veere dels treeningsopgaver med elevsvar, sa den enkelte elev
kan ga frem i sit eget tempo og traene efter eget behov. Dels kortfattede leerebgger der fortzller hvordan faget
er vokset op fra praksis gennem lag af abstraktioner, og som accepterer forskellige betegnelser for fagets
begreber, sa disse navngives bade nedefra og oppefra (plusvakst og lineaer vakst/funktion mm.).

Ad k. En lgbende udvikling af undervisningen kan sikres ved til stadighed at validere undervisningen i for-
hold til sine redder og ikke i forhold til den aktuelle politiske korrekthed.

Ad . Udveksling af erfaring med udlandet kan ske gennem at etablere en dansk uviklingsforskning, hvor
praktikere far mulighed for at bestride kombinationsstillinger som forsker pa et universitet/CVU og samtidig
forbliver tilknyttet et leererteam pé en skole. Herved undgas den nuvearende golde “spogelsesforskning” udfert
af forskere uden erfaringsbaggrund i undervisningens praksis. Udviklingsforskningen bgr veere opdagelses-
forskning (Askepot-forskning), der bruger praksisbaseret fantasi til at opdage og afprgve skjulte alternativer.

Forskelle pA KOM- og KOMMOD rapporterne. Matematikundervisningens to hovedspgrgsmal lyder:
“Hvordan kommer begreber ind i verden, og ind i elevens hoved - udefra eller indefra? Disse spergsmal
affgder forskellige svar. Gymnasiets strukturalister siger udefra-udefra: Begreber findes i det meta-fysiske,
opdages af forskere og formidles af leerere. Folkeskolens konstruktivister siger udefra-indefra: Begreberne
findes i det meta-fysiske, men opdages gennem eksperimenter, hvor den enkelte elev selv konstruerer sin
egen viden og kunnen (skemaer og kompetencer), der begge er “tavse” og kun kan iagttages gennem brug.
Post-strukturalister siger indefra-udefra: Begreber opstar af det fysiske gennem opfindelse og social kon-
struktion, og bar fortzelles sadan. Mesterlaeren siger indefra-indefra: Begreber konstrueres af lerlingen under
deltagelse i mesterens praksis.

Over det meste af verden raser to videns-krige, en matematik-krig mellem strukturalister og konstruktivister,
og en videnskabs-krig mellem strukturalister og post-strukturalister. | stedet for at vedkende sig forskellighe-
den forseger KOM-rapporten at tilslgre denne ved at overtage konstruktivisternes centrale talemade, kompe-

20



tence, men give den et strukturalistisk indhold (indsigtsbaseret handleparathed). Den franske filosof Foucault
har pavist, hvordan nye talemader skaber nye klienter: “Kvalifikation” skaber den ukvalificerede, og “kom-
petent” skaber den inkompetente. Men hvor den ukvalificerede kan kurere sig selv ved at kvalificere sig, s&
kan den inkompetente ikke kurere sig selv ved at “kompetencere” sig, og er dermed overladt til at blive kure-
ret af andre, de kompetence-kompetente. Overtagelse og andring af talemaden kompetence kan derfor tolkes
som strukturalisternes forsgg pa at kuppe sig til en sejr i matematik-krigen, i stedet for at benytte denne til en
frugtbar dialog med ligevardige parter.

Farst forsggte strukturalisterne at lgse matematik-krisen gennem talemaden “ansvar for egen leering”. Ele-
verne tog denne talemade alvorligt og vendte ryggen til “meta-matik”-undervisningens meningstomme selv-
reference (en funktion er et eksempel pa en maengderelation: bublibub er et eksempel pa bablibab). Nu sgges
leererne disciplineret og umyndiggjort ved at konstruere dem som inkompetente med deraf fglgende behov
for kompetenceudvikling gennem massiv efteruddannelse.

Ved at udelade kompetencen at eksperimentere” viser KOM-rapporten, at den kun respekterer videnskaben,
og hverken videnskabelsen eller det videnskabende. Samt at den ikke respekterer den made hvorpa unge og
iseer barn tilegner sig viden gennem selvaktivitet og lzering. Ved at definere kompetence som indsigtsbaseret
forudsaetter KOM-rapporten, at matematikken allerede er lart, hvorefter resten af tiden sa kan bruges pa at
anvende matematikken, ikke pad omverdenen, men pa sig selv gennem otte interne kompetencer til udgvelse
af matematikfaglighed. Herved bliver KOM-matematikken en “katolsk” matematik med otte sakramenter,
gennem hvilken madet med videnskaben kan finde sted. Heroverfor star s8 KOMMOD-rapportens “prote-
stantiske” matematik, der betoner vigtigheden af det direkte mede mellem individet og det videnskabende
(mangfoldigheden) og dennes to sakramenter, telle og regne. Og vigtigheden af, at sproglig kompetence gar
forud for grammatisk kompetence. Ogsa ved kvantitativ kompetence kommer talsprog fer talsprogets gram-
matik, matematik. Og som ved talesproget forbliver grammatik en tavs kompetence for de fleste.

Skal matematik-krigen afsluttes med et KOM-kup, eller skal den bilegges gennem demokratisk forhandling
med MOD-opfattelser? Valget er dit, og med KOMMOD-rapporten far du mulighed for at validere argumen-
terne, ikke oppe fra den politiske korrekthed, men nede fra matematikkens historiske redder. Held og lykke.
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Mangdebaseret meta-matik - eller mangfoldighedsbaseret mate-matik:

Dannelsesmgdet med videnskaben — eller med det videnskabende

2m+3cm=203cm
2 uger + 3 dage = 17 dage
2C+3D=23D
3 sten = sten + sten + sten

Landet: Bundte&ombundte
GANGE er sand abstraktion:
3 sten = 3 gange sten =3-sten
2-3-dage = 6-dage
2:m-3-cm=6-mcm = 600-cm”2
Bundtning og ombundtning:
Total =6 1’ere = ? 2’ere
Svar: 6-1=6=6/2.2=3:2
Ombundtnings-regel: T =T/b-b
6/2: Opteelling i 2 ere
6-2: Opteelling af 2 ere
Totalen findes ved taelling eller
regning: Ombundtning (division)
Gangning ombundter i tiere:
T=83=24=2-D&4-1
Gangning er division!
Max-hgjde 3:
T =8 3’ere = overlas!
T=83=23"2&23
Ubundtede kan ogsa bundtes i del-
bundter, f.eks. til 5’ere:
T=83=24/5-5=4.5&4:1=4.5
& 4/5-5= (4 4/5)-5

T =8C&13-D&12:1
T=8-C&(13+1)-D & (12-10)-1
T=(8+1)-C & (14-10)-D & 2-1
T=9-C&4D&21=942
Omstaknings-regel: T =T-b+b

2 ¥37(2+3) 75
1 cola blandt to flasker plus
2 cola blandt tre flasker er
(1+2) cola blandt (2+3) fl.

Vegtskéls-metaforen skjuler reg-
neprocessen, og skaber
mange fejlmuligheder:

2+3-x=8,dvs.5:x=8

1-2 3-4 5-6 6-7 8-9
MZENGDER forenes: MZENGDER gentages: MZENGDER opdeles: lgsnings-MAENGDER: MANGDER forbindes:
addition multiplikation braker abne udsagn (ligninger) funktioner
2+3:x=8 3:x=6 Funktion: et eksempel pa en rela-
2+3=5 2-3=6 1 . 2 _, (2+3-x)-2=8-2 (3:x)/3=6/3 | tion mellem to mengder, hvorom
47 +85=135 7 -85=595 2 37 (3:x+2)-2=6 (x-3)/3=2 der geelder at ...
82-65=17 372/7 =53 1/7 1 2 3 4 7 3:-x+(2-2) =6 X:(3/3) =2 eks. f(x) =2 + 3x
Byen: Stakke & omstakke 2*3%6%6 6 3x+0=6 x-1=2 funktionens veerdi og graf
T =653+289=" L ={xe R|2+3-x=8} = {2}
PROBLEM: 653=6-C&5-D &3-1 PROBLEM: PROBLEM:
PLUS er falsk abstraktion: 279=2.C&8-D &9-1 1 2 (1+2) 3 hvis PROBLEM: Funktionsbegrebet opstod efter

differentialregning! Syntaksfejl
ved at sammenblande sprog og
metasprog: Funktionens vardi
svarer til udsagnsordets slips.

T=654-278=7
653=6-C&5D &4-1
278=2.C&7-D &8 1

T =4C&-2D&-41

= (4-1)-C & (-2+10)-D & -4-1
=3.C & (8-1)-D & (-4+10)-1
=3C&7D&61=376

T=7653=2
T=7(6-C&5D&31)
=42.C&35D&21-1

= 42.C & (35+2)-D & (21-20)-1
= (42+3)-C & (37-30)-D & 1-1
=45C&7-D&1.1=4571

T=653/7="
T=6/7-C&5/5-D & 3/7
=65/7-D & 3/7

= (65-2)/7-D & (20+3)/7
=9.-D & 23/7
=9-D&32/7=93 2/7
(dobbelt bogholderi)

Byen: Vagtet gennemsnit
T—12+23—3—§5
=52+33=3=¢"
eller
1 2 4
T—2-4+3-3—4—7-7

dvs. mange forskellige svar til
T
spagrgsmalet 5 %3 = ?

men ALDRIG starre end 1!
Handelsregning
5 kg koster 60 kr, 3 kg koster ? kr

ombundt kr ombundt kg
kr = kr/kg-kg 3kg = 3/5-5kg
=60/5-3 = 3/5-60kr
=36 =36 kr

Procentregning

e 8 har 2, 100 har ?

100 = 100/8-8 har 100/8-2 = 25

« 100 har 25, 8 har ?

8 =8/100-100 har 8/100-25 =2

« 100 har 25, ? har 2

2 = 2/25-25 haves af 2/25-100 = 8

Slot & Kloster: Ind- & afkodning
Kodning: 2+(3-5)=17->2+(3-xX)=T
Afkodning (ligningslasning):
Omstakning fra 8-stak til 2-stak:

2+ (3x) = 8 =8-2+2
3-X = 82=6
Ombundtning fra 1 er til 3 er:
3:X = 6=6/33
X = 6/3=2

Frem- og tilbageregning:
Overflyt med modsat regnetegn

frem tilbage
2+ 3-X = 8
+2 T 2
3-X = 8-2=6
3N 13
X = 6/3 =2

Procentregning 2
*25%af8er?

025 - 8=x

*25% af?er?2
0.25-x=2,s4x=2/0.25=8

* 7% af8er2
X-8=2,s4x=2/8=0.25=25%

Byen: Handel og skat
Per-tal: Skat, told, kurser, renter,
fortjeneste, tab, veerdipapirer.
Forening af per-tal: 3 kg 4 4 $/kg
+5 kg 4 6 $/kg giver 8 kg 4 ? $/kg
Geometri: Areal og rumfang af
flade og rumlige former. Retvink-
lede trekanter: Pytagoras, sinus,
cosinus og tangens.

Lineaer funktion, lineger vaekst
eller PLUS-vekst:

T =b+atatat+..=b+an

En funktion er et navn for et reg-
nestykke med et variabelt tal ,
f.eks. T =2 + 3x. (Euler 1748)
Regnestykker giver faste tal, og
funktioner giver variable tal.
Funktionens variation kan vises i
tabeller og pa kurver.

Kroen: Omfordeling gennem spil
Gevinst pa tips, lotto, roulette mm
Statistik over gevinstgange
Risiko=Konsekvens-sandsynligh.
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Meangdelaere
Funktionsteori: Definitions- og veerdimangde.
Algebraiske funktioner:
Polynomier og polynombrgker.
Farste- og andengradspolynomier.
Polynomiers division.
Trigonometri.
Analytisk geometri.

Funktionsteori: Omvendt og sammensat funktion.
Ikke-algebraiske funktioner:
Trigonometriske funktioner.

Logaritme- & eksponentialfunktioner
som homomorfier: f(x*y) = f(x)#f(y)
Stokastiske funktioner.
Differentialregning.

Vektorrum.
Integralregning.
Enkle differentialligninger.

Renassancen: Konstante per-tal
Tal som mange-bundter (polynomier):
T=2345=2-B"3+3-B"2+4-B+5:-1

Tilbage-regning ved potenser:

BM =81 4" =1024

B =448l n  =logl024/log4
Enkeltrente r, samlet rente R, rentes-rente RR

(1+r)™n - 1= R =n-r+RR
Vekst med konstant per-tal og procent-tal:
X+l  ->Ti+a linear vaekst T=b+ax
X+l >TH+H% eksponentiel veekst T =b-(1+r)"x
X:+1% ->T:+r% potens veekst T=b-x
x:+1  ->T:+r%+a opsparing T=aR/r

Vakst med uforudsigelig (stokastisk) variation
AT =7 T =MID % 2-SPR

Forening af procent-tal:
300 & 4% og 500 & 6% er 800 a ?%.

Veakstprocentregning:
T=ab:
T =alb:

AT/T = Aa/a + Ab/b
AT/T = Aa/a — Ab/b

Trigonometri:
SIN & COS: de korte sider i procent af den lange.
TAN: den ene korte side i procent af den anden.

Industrien: Variable per-tal
Koordinatgeometri: Regning pa tegning.

Kurvetilpasning med polynomier:
T=A+B:x+C-x"2+D-x"3 (eller f(x): A+Bx+C-x"2)
A: niveau, B: stigning, C: krumning, D: modkrumning
Veaekst med variabel, forudsigelig tilveekst:
Differentialregning: dT = dT/dx-dx = T’-dx

Det ikke-linezre er lokalt lineeer: (1+r)*n =1+ n'r
(=1+n-r+RR: ved sma renter kan rentes-renten negligeres)
T =x™: dT/T = n-dx/x, dT/dx = n-T/x = n-x"(n-1)
Optimeringsopgaver fra teknik og gkonomi.
Integralregning: AT = T2-T1 = [dT = [f-dx,

Samlet tilveekst = sluttal—starttal = summen af enkelt-
tilveeksterne, uanset antal enkelt-tilvaekster!

Integration sker ved omskrivning til tilveekstform:

Da 6x"2+8x = d/dx(2x"3+4x"2) = d/dx(T)

sa er | (6x2+8x)dx = [ d(2x"3+4x"2)

=[dT
= AT =T2-T1

Kumuleringsopgaver fra teknik og gkonomi.

Hovedverker i den kvantitative litteratur:
Geometri, Handel, @konomi, Fysik, Biologi.

De tre genrer for kvantitativ litteratur:

- Fakta eller da-sa beregninger kvantificerer det kvantifi-
cerbare, og beregner det beregnelige:
Da prisen er 4 kr/kg, s& koster 6 kg 6-4 = 24 kr.

- Fiktion eller hvis-sa beregninger kvantificerer det kvanti-
ficerbare, og beregner det uberegnelige:

Hvis indkomsten er 4 mio$/r, sa vil 6 ars indkomst vaere
6-4 = 24 mio$.

- Fidus eller hvad-sa beregninger kvantificerer det ikke
kvantificerbare:

Hvis konsekvensen “brackket ben” K sattes til 2 mio$, og
hvis sandsynligheden S sattes til 30%, sa vil risikoen R
vere R = K-S =2.0.3=0.6 mio$.

De tre handlemuligheder: Fakta kontrolberegnes, fiktion
scenarieberegnes, fidus henvises til kvalitativ behandling.

Veakstligninger lgst ved numerisk integration.

Funktioner af to variable. Differentiation og integration.
Optimering og kumulering.

Vektorregning inden for handel og inden for bevagelse pa
flade og i rum.
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