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Fra MATEMATIK-undervisning

Til MATEMATIK-leering

Dette kompendium er skrevet med henblik pa et halvt ars
undervisning i matematik pa C-niveau. Det kan vaere
grundforlgbet i gymnasiet eller HF fallesfag. Det andet
halvar kan da bruges til uddybing, treeningsopgaver
temaer og projekter.

Et kompendium er et svar pa spgrgsmalet: *Hvordan
omlagges matematiktimen fra matematikundervisning til
matematikleering?’ Laeringsarbejdet udferes af den
enkelte, som kan opfattes som en ’senmoderne
konstruktivist’.

I senmoderniteten ger informationsteknologien konstruk-
tivisten skeptisk over for traditioner. Faget kan ikke mere
heelde viden p&, men ma tillade konstruktivisten at
konstruere sin egen viden gennem arbejdet med
autentiske og meningsfulde opgaver.

Dvs. konstruktivisten skaber sin egen matematik, ikke
ved at leese om matematik, med ved at arbejde med det
matematik-skabende. Konstruktivisten udvikler gerne
autoriserede rutiner, men autoriseringen skal komme fra
laboratoriet, ikke fra biblioteket.

Der er medtaget en side om matematikkens historie for at
vise matematikkens kulturelle betydning som et
forudsigelses-sprog, der har bevirket at et moderne
samfund kunne opbygges ved at erstatte biblioteksbaseret
fortolkning med laboratoriebaseret forudsigelse.

Endvidere er medtaget en kort introduktion til matematik
B’s differential- og integralregning.

Kompendiet er opbygget sa den lerende hele tiden
oplever matematik som forudsigelser, der bagefter kan
testes ved afpravning.

+ vaekst * veekst
b+a*n = y =b*a"n

+a *a

+a *a

+a [ — ] *a

b

Teori
Matematik forudsiger ........cccoevvvvvrievieneeseece e, 1
Regningsarter forudsiger .........ccooveveevvivvevivenieeseeceenn, 2
Ligninger, tilbageregning ..........ccccovvevvevvevieieece e, 3
PerTal ..o 4
Ve&kstRegning: Lineer, eksponentiel og potentiel ........ 5
Faktiske & fiktive tal...........ccocooiiiiiiiiiec e 6
L1 L0 SRS 7
SEALISTIK . c.ve e 8
Opgaver, temaer og projekter
VaEKStregnNingSOPYAVET .....c.eeveiieiee e erieeire e ervesiae e 9
BOgStaVIEgNING. ...cveveivirieicie e 10
PrognoSeoPgaVEN ........cccoevviieereeiee e 11
Tabelopgaver, regresSSioNn.........ccoueveeneneienenereseneene 12
TreKantSOPGAVEY .......ccvvereirierieire e 13
StatiStiKOPGAVET .......coviiiic e 14
De fire opsparingsformer..........cccoeovereiieneiceneene 15
En Kapitals liV.......cccooveiieiicc e 16
Den kvantitative litteratur...........ccocooevvrernncncienennns 17
Klassiske teKStOPGAVEY .......coeverererierecieiee e 18
StyKtalS-0PgaVver .........coeiiiiriiieie e 19
PerTalS-0pPgaVver........ccooeiiieiieierese e 20
MeKaniKOPGaVET .........coeeieiieie e 21
Andre opgaver fra fysik og Kemi........c.ccoceevreniinennn 22
REGIESSION ....ovviiece s 23
Projekt Befolkningsprognoser ..........cccoceevervvnennne, 24
HJemmeregning ........cccooeeeereieneneeseseese e 25
Pertal 11, differential- og integralregning..................... 26




Matematik forudsiger

Matematik Matematik er en samlet betegnelse for tre omrader,
Algebra algebra, geometri og statistik
Opdele og genforene tal Algebra (regning) bruges til at forudsige
Geometri opteellingsprocesser, enten slutresultatet elle enkeltdelene.
Opmale jordstykker Geometri (jordmaling) bruges til at opmale plane figurer
Statistik eller rumlige former.
Optalle status Statistik (teelling) bruges til at optaelle forskellige
feenomeners aktuelle starrelser.

Matematik bestar af to hovedomrader: algebra og geometri samt statistik. Algebra betyder genforening pa
arabisk. Algebra kan overseattes til regning. Algebra giver svaret pa spagrgsmalet: Hvordan kan vi forene
enkelt-tal til en total? Geometri betyder jordmaling pé graesk. Jorden er det vi lever pa og lever af, og som vi
derfor ma dele. Algebra og geometri opstod séaledes historisk som svar pa de to grundleeggende spargsmal:
Hvordan deler vi vor jord og det den producerer?

Oprindeligt bradfgdte mennesker sig som andre dyr, som jaegere og samlere. Det farste kulturskift sker med
indfarelse af agerbrugskultur i varme floddale hvor alt kunne produceres, specielt peber og silke.
Hgjlandsfolket havde derfor ingen varer at bytte med, kun adelmetaller, iszr sglv.

Sglvminerne uden for Athen finansierede den graeske kultur og det graeske demokrati. Sglvminerne i Spanien
finansierede det romerske imperium som brgd sammen da minerne erobredes farst af vandaler siden arabere.

Efter ar 1000 findes sglv i Harzen. Handelsvejene genopstar og financierer italiensk renassance og tyske
fyrstendgmmer. Italien bliver sa rigt og kan udlane penge ved at skabe banker, hvilket farer til rentesregning.

Handelen formidles af arabere, som udvikler bade den graeske geometri, og en ny regnekunst, algebra.

Graesk geometri opstod da Pythagoras opdagede to formler, som kunne bruges til at forudsige lyde og
former. For at skabe vellyd skal strenges lzengde have bestemte tal-forhold. | retvinklede trekanter er to sider
frie, men den sidste kan forudsiges af Pythagoras’ leres®tning: a*2 + b2 = ¢*2. Pythagoras overfortolkede
sin succes ved at haevde: Alt er tal.

I Athen blev filosoffen Platon inspireret af Pythagoras til at oprette et akademi, som bygger pa troen pa, at alt
fysisk er eksempler pa metafysiske former, som f.eks. geometrien der kunne udledes som eksempler pa
metafysiske aksiomer. ’Kom kun ind hvis du kender geometri’ havde Platon skrevet over akademiets
indgang. Det lykkedes dog ikke Platon at finde flere formler. Og hans akademi blev omdannet til kirkens
klostre, der senere blev omdannet til vore dages universiteter.

Den naeste formel blev fundet i Italien af Galilei som malte streekning s og tid t for et skrat fald pa et skraplan
og fandt at s=%2*g*t"2. ltalien gik dog bankerot da prisen for peber faldt til 1/3 i Lissabon da portugiserne
opdagede den anden vej til Indien rundt om Afrika, og herved kunne springe de arabiske mellemhandlere
over. Spanien forsggte at finde en tredje vej til Indien: Ved at sejle mod vest opdager de Vestindien, hvor der
hverken er peber eller silke, men til gengeeld rigeligt med sglv, f.eks. i sglvlandet Argentina.

Englaenderne stjeeler en del af det spansk sglv og forager at finde en fjerde vej til Indien, over havet uden
landkending. Her skal man sejle efter manen, og man spurgte derfor: Hvordan bevaeger manen sig?

Kirken sagde: Mellem stjernerne. Newton sagde: Manen falder mod jorden ligesom eblet, den falder blot sa
skaevt at jorden er krummet veek inden den rammer, hvorfor manen udfarer et evigt fald rundt om jorden.

Hvorfor falder ablet til jorden? Kirken sagde: Det er en metafysisk vilje som sker i himlen som pa jorden.
Og Herrens vilje er uforudsigelig, sa alt hvad du kan gare er at tro, ga i kirke og leere at bede.

Newton sagde: Det er en fysisk vilje som sker overalt. Men denne vilje, tyngdekraften, er forudsigelig da den
kan saettes pa formel. Sa alt hvad du skal gare er at vide, ga i skole og lare at regne.

Brahe brugte sit liv pa at male planetpositioner. Kepler fortolkede Brahes data korrekt, men kunne ikke
validere sine 3 love uden at opsende nye planeter. Newton kunne derimod validere sin tyngdekraft med
faldende ting og penduler.

Newtons succes farte til oplysningstiden, hvor man indsé at med formler behgver man ikke mere
formynderiet fra de to herrer, Herremanden og Vorherre, men man kunne nu opbygge et demokrati og en
industrikultur baseret pa formlernes evne til at forudsige naturens adfeerd, og pa den varebaserede
trekantshandel der kom med opdagelsen af, at der var flere penge at tjene pa bomuld end pa silke.

I den moderne skole findes groft sagt tre typer fag: NAT-fag som forud-siger naturen med formler, SAM-fag
som bagud-siger samfundet med tabeller, og HUM-fag, som (stadig) fortolker bibliotekets tekster.
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Regningsarter forudsiger

Regningsarter bruges til at forudsige totalen T. Der er 2*4 a kr og n kr er totalt T kr: atn=T
regningsarter til opsamling af/opdeling i forskellige typer tal: | 4 i n gange er totalt T kr: n*a=T
08;%2::23 iaf Uens Ens r % n gange er totalt T%: 1+ =1+T
al kg a p1 kr/kg +
Styktal P!us N G.a!‘@!e * a2 kg a p2 kr/kg er totalt T kr:
Krkg,s Minus - Division / pl*al+ p2*a2 = T: S pra=T
Pertal Integration Y’ Potens » '

Kr/kg, kr/100kr, % | Differentiation A | Logaritme & rod

Algebra betyder at samle eller genforene pa arabisk. Algebra kan oversattes til regning, forudsigelse. Algebra giver
svaret pa spgrgsmalet: Hvordan kan vi forudsige opteallingen af enkelttal til en samlet total?

Der er fire mader at opsamle enkelttal pa: plus (+), gange (*), potens (*) og integration (3).

Plus + bruges til at forudsige opsamling af uens enkelttal:

2krog 3 krog 4 krer totalt T kr: 2+3+4 =T Job Opteel Forudsig
(Optelling: 1,2 3,45 67,89, Forudsigelse: T=2+3+4=9 ©. 2: et led) ﬁ':;%gggﬁg'g 2139752 TT::%ISP’
Gange * bruges til at forudsige opsamling af ens enkelttal: 20% 5 gange | 120, 144... | T=120%"5
2Kr + 2kr + 2kr + 2kr + 2kr =5 gange 2kr =T,5*2=T

(Optelling: 2, 4, 6, 8, 10. Forudsigelse: T = 5*2 = 10 ©. 5: en faktor)

Potens ” bruges til at forudsige opsamling af ens procenttal: 5 gange 2% er totalt T%, 102%"5 = 1+T

(Opteelling: 100, 102, 104.04, 106.12, 108.24, 110.41. Forudsigelse: T = 102%"5 = 110.41. 102%: et grundtal, 5: en
eksponent)

Integration Y eller | bruges ved opsamling af forskellige per-tal:

2kg 4 Tkr/kg + 3kg 4 8kr/kg er totalt T kr: 7%2 + 8*3 =T, Y kr/kg *kg="T, [ p*dx =T
Omvendte regningsarter findes til alle regningsarter, og bruges til at opdele en total i enkelttal.
15-3 forudsiger svaret pa spgrgsmalet 3+? = 15, hvor totalen 15 opdeles i 2 uens led (ukendt led).
(Afprovning: 3+2=5 nej, 3+3=6 nej, ... Forudsigelse: ? = 15-3 = 12. Test 3+12 = 15 ©))

15 . o ] ;

3 forudsiger svaret pa spgrgsmalet 3*? = 15, hvor totalen 15 opdeles i 3 ens led (ukendt faktor).
. . . . 15

(Afprevning: 3*2=6 nej, 3*3=9 nej, ... Forudsigelse: ? = 3= 5. Test 3*5 = 15 ©)

3 1 - o o H

125 = 125"5 forudsiger svaret pa spgrgsmalet 23 = 125, hvor totalen 125 opdeles i 3 ens faktorer (ukendt grundtal).
. . . . 3 1 .

(Afprovning: 273=8 nej, 33=27 nej, ... Forudsigelse: ? = 3/125 = 5. Test 53 = 125 ©)) 3 : 3reciprok.

l0g243  In243 . . . ;
log5243 = _IggT =3 forudsiger svaret pa spgrgsmalet 32? = 243, hvor totalen 243 opdeles i ens 3faktorer (ukendt

eksponent). Log er en forkortelse for Ioglo . Ln er en forkortelse for Ioge, hvor e = 2.7182818

log 24
109243 _ _ 5 Test3n5=2430)

(Afprevning: 372=9 nej, 33=27 nej, ... Forudsigelse: ? = log 3

sin, cos og tan. En diagonal deler et rektangel i 2 ens retvinklede trekanter. Lad diagonalen | !
have leengden 1. sinA forudsiger lengden af siden over for A(vaeggen), og cosA forudsiger
siden hos A (gulvet). tanA forudsiger leengden af vaeggen hvis gulvet er 1.

Omvendt forudsiger sin-1A vinklen over for veeggen. cos-1A forudsiger vinklen hos

i sinA
gulvet, og tan-1A forudsiger vinklen over for vaeggen hvis gulvet er 1. A COsA

Opgaver. Besvar spgrgsmalene ved afprgvning, forudsigelse og test (lgs ligningerne)

1.4+? =20, 4*? = 20, 42?7 = 20, 7"4 = 20 5. Indtegn pa millimeterpapir en kvart cirkel med radius 10
2.5+? =40, 5*? = 40, 5"? = 40, "5 =40 cm. Indtegn forskellige retvinklede trekanter. Forudsig og
3. 6+? =80, 6*? = 80, 6"? = 80, 76 = 80 test leengden af vaeg og gulv. Forudsig og test vinklerne.
4.7+? =90, 7*? =90, 7"? =90, 27 =90
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Ligninger, tilbageregning

En ligning (x+3=15) bestér af et start-tal, en beregning og ?2+3=15 ?7*3=15 Mm3=125 3"N? =243

et slut-tal. Enhver beregning kan vendes om sa slut-tallet x+3=15 | x*3=15 "3 = 125 37y = 243
tilbage-beregnes til start-tallet ved at udfere den omvendte
; x =15-3 15 log243
beregning. X == _3 X =
e L 3 X= \/ 125 log3
Tal kan overflyttes ved at skifte til omvendt regnetegn.

+ <> - *<> eksp <->rod gr.tal <->log

Bemerk ombytning: 2+3 =3+2 , 2*¥3 =3*2 | 273 £3"2

En Ligning bestar af et start-tal, en beregning og et slut-tal T, evt. i modsat raekkefalge: a+b =T, T = a+b.

x+3 =15 |Spergsmal: Hvad er det tal, som plusset med 3 giver 15?

x =15-3 | Forudsigelse: 15-3 er det tal, som plusset med 3 giver 15. Test: 3+(15-3) = 15

Regel Plus-tal overflyttes som minus-tal, og omvendt

x*3=15 | Spgrgsmal: Hvad er det tal, som ganget med 3 giver 15?

15 . 15 . 15
X=7 Forudsigelse: 3 er det tal, som ganget med 3 giver 15. Test: 3*? =15

Regel Gange-tal overflyttes som divisions-tal, og omvendt

x"3 =125 |Spergsmal: Hvad er det tal, som oplaftet i 3de giver 15?

X =3\/125 Forudsigelse: 3\/125 er det tal, som oplgftet i 3de giver 15. Test: 3\/125 N3=125

Regel Eksponent overflyttes som rod og omvendt

3"x =243 | Spergsmal: Hvad er det antal gange, der skal ganges med 3 for at fa 243?

. log243 . log243
X = Iolosg3 Forudsigelse: El(g)gT er det antal gange, der skal ganges med 3 for at fa 243. Test: 3 %ggT =243

Regel Grund-tal overflyttes som logaritme, og omvendt

Et blandet regnestykke indeholder flere regnestykker, men kan reduceres til et enkelt regnestykke ved at
seette en skjult parentes om det staerkeste regnestykke:

T = 243%4 = 2+(3*4) , T =243 = 2+(3M) , T = 2%374 = 2*(3"4) Prioritet: 1. (), 2.7, 3. *, 4. +

Formel-formular (lignings-skema) kan bruges til dokumentation af ligningslgsning

Her skrives det ukendte tal ¢ =? T = at+b*c Her skrives formlen
Her skrives de kendte tal a =2 T=a+(b*c) Frablandet til enkelt regnestykke med skjult parentes
b=3 T-a=b*c + over flyttes som det modsatte, -

T=14 | (T-a) _ * over flyttes som det modsatte, /
b -C Parentes om det regnestykke der var i forvejen
(14-2) _ Tallene indseettes
3 ¢ Lasningen beregnes

4=c
Her udfares eventuel test Test 14 = 2+3*4 Lasningen testes fordi vi har @ndret en T-formel til en c-formel
14=14 ©
a
c=? |T=acC c=? T=_
Ved modsat fortegn flyttes den ubekendte farst: T+c=a T*c=a
c=aT _a
c=7
Opgaver
Find de ukendte tal for formlen. T b a c
1. T =at+b*c 5. T =a-b*c 1 15 12 20
2. T=atblc 6. T =a-b/c 2 60 12 20
3. T=a*b’c 7. T =alb”c 3 60 15 20
4. T =a+b”c 8. T=ab"c 4 60 15 12
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PerTal

Styktal baerer 1 enhed. Pertal baerer 2 enheder, evt. som %. | Per-tal SKAL omregnes til styktal for de plusses.
Pertal opstar ved dobbeltoptalling eller omtalling. (veegtet sum, vagtet gennemsnit, betinget sandsynlighed)

Optellingsformlen T = T/b *b bruges til at forudsige en optelling: 8 lere optalt i 2ere er: 8=8/2 *2 = 4*2.

Dobbeltoptelling (proportionalitet) forekommer mange steder. Ved optalling af et vareparti viser det sig at 4kg svarer
til 5kr, dvs. der er 4kg per 5 kr, eller 4kg/5kr, eller 4/5 kg/kr (eller 5kr/4kg). Spargsmél: 60kg = ?kr og 60kr = ?kg

Metode 1, tallet omteelles 60kg = 60/4 *4kg = 60/4 *5kr = 75kr 60kr = 60/5 *5kr = 60/5 *4kg = 48kg
Metode 2, enheden omtelles Kr = kr/kg *kg = 5/4 *60 = 75 Kg = kg/kr *kr = 4/5 *60 = 48
Procent

Figuren til hgjre kan optzlles i felter eller i gra felter.

Vi ser at der er 4gré felter per 5 felter, dvs. 4per5 (4/5) felter er gra.
Hvor mange er det per 100 (%)?

100 = 100/5*5 = 100/5*4g = 80g , dvs. 4/5 = 80/100 = 80%

a
eller som procent-formel: a er p% af b: b =P

Ved hjelp af formelregning kan vi finde sgster-formlerne til procent-formlen:

Saster-formler: =2 a=p*b -2 (/b ovf. som *b, *a ovf. som /a)
: P=b (/b overflyttes som *b) p ' ’ :
Eksempler
30kr er ?% af 75kr ?kr er 40% af 75kr 30kr er 40% af ?kr b=7 p= %
a krer p% af b kr a krer p% af b kr akrer p% af b kr a=30 p*b =a
p=0.40 _a
°=p
p=p :% =0.40 = 40% | a = p*b = 0.40%75 = 30 b:%:%:% 30
' 040
b=75
Rente

250kr + 8% = ?kr. Kr + % kan man ikke. Men 100%+8% = 108%, og 108% af 250kr = 1.08*250 = (1+0.08)*250 = 270
Rente-formlen: y = b*(1+r) , y: slut-tal, b: start-tal, r: rente, 1+r: fremskrivningsfaktor.

16 kr. + 64 kr. = 80 kr. = 40 kr. i gennemsnit 40 kr. + 40 kr. = 80 kr. = 40 kr. pr. ar
men 16 % + 64 % =90 % = 38 % i gennemsnit men 40 % + 40 % = 96 % = 34% pr. ar
summen af n enkeltrenter = samlet rente = n gennemsnitsrenter
(A+rl) - (1+r2) - (1+r3) = 1+R =(1+r) ™n
R=7? 1+R=(1+r1)-(1+r2 r=2? (1+r1)-(14r2)=(1+r)"n R=? 1+R = (1+r)*n r=2? 1+R = (1+r)™n
r1=16% | 1+R=(1.16)-(1.64)  r1=16% | (1.16)-(1.64)=(1+)"2 r=40% | 1+R = (1.40)"2 R=80% | 1.80= (1+r)"2
r2=64% |R=1.902-1 r2 =64% | V1.902 = 1+r n=2 |[1+R=1.96 n=2 [V1.80=1+r
R =0.902 n=2 1379-1=r R=196-1 1342-1=r
R=90.2% 0.379=r R =0.96 0.342=r
37.9%=r R =96% 34.2%=r
test 1.902 =1.16-1.64 test (1.16)-(1.64)=(1.379)" test 1.96 = 1.40"2 test 1.80 =1.342"2
1.902 =1.902T.S. 21902 =1.902 T.S. 196=196 T.S. 1.80=1.801 T.S.
Opgaver
1. Massefylde =1.23 kg/l. 7.5kg="?1,? kg= 34| A ri r2 r3 R r R r
2. Molekylvaegt = 16 g/mol. 234 g=?mol. 2g=345mol | 1 |1.7%]|8.7%]|9.9% 21%| 6.7%
3. Koncentration = 2.4 mol/l. 34 mol =? 1. ?mol =3.51 2 |4.8%(1.6%|8.1% 15%| 4.8%
4. Pris = 3.6 kr/kg. 346 kr =? kg. ? kr =234 kg 3 |7.6%(3.3%]|1.0% 12%| 3.9%
5 Fart=234m/s.34dm=7?s.2m=565s 4 |8.5%]5.6%)|4.7% 20%| 6.3%
6. 20 er ?% af 30. ? er 20% af 30. 20 er 30% af ?. 5 - - -l 0.9% 0.3%
7: Leje = 80 kr/dag. 200 kr = ? dage. ? kr = 40 dage 6 - - -149.2% 14.3%
8:40kg=601.75kg="?1.?2kg=2001. 7 - - -154.0% 15.5%
9: 40 kr = 82 dage. 75 kg = ? dage. ? kg = 200 dage. 8 - - -154.9% 15.7%
10:30m=20s.65m=?7s.?m=800s. 9 - - - 9.7%! [32.0%
11:60J=90s.55J=75.7J=400s. 10 - - - 2.8% 8.6%
11 - - - 8.1%| |26.3%
12 - - - 5.6%| |17.8%
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VeekstRegning: Lineaer, eksponentiel og potentiel

1. Kapitalen bliver a kr. starre: Kapitalg y1 = Kapitalggg + veeksttal (tilvaekst)
y =b +a
y="7? y =b+a b="7 y =b+a a=? y =b+a a=7? b=y-a
b=20 y =20+5 y=20 y-a=b y =30 y-b=a y=21 b+a=y
a=5 y=25 a=5 20-5=b b=23 30-23=a b=7 a=y-b
15=b 7=a a=21-7
a=14
test 20 =15+5 test 30 = 23+7 test 7=21-14
20=20 T.S. 30=30 T.S. 7=7 TS.
opg. Al-A4 opg. A9-A12 opg. A5-A8 opg. C1-C12
2. Kapitalen bliver a kr. starre x gange (lineaer veekst): Kapitalg y1 = Kapitalggg + veeksttal - x
y =b +a-Xx
y=? |y=b+ax b=? |y=b+(ax) a=? |y=b+(ax) X=? |y=b+(ax)
b=20 |y=20+5-8 y=60 |y-(a-x)=b y=60 [y-b= ax y=60 |y-b= ax
a=5 y =060 a=5 |60-(5-8)=b b=20 -b) b=20 -b)
x=8 x=8 |20=b X=4 x @ a=8 a X
(60-20)/4 = a (60-20)/8 = x
10=a 5=x
test 60 = 20+5-8 test 60 = 20+10-4 test 60 = 20+8-5
60 =60 TS. 60=60 T.S. 60=60 T.S.
opg. A13-A16 opg. A17-A20 opg. A21-A24 opg. A25-A28
3. Kapitalen bliver a gange starre: Kapitalg y1 = Kapitalggg - veekstfaktor
y =b -a
y="7 y=ba b="7? y=b-a a=? y=b-a a=? b=yla
b=20 y =20-1.23 y=20 yla=b y =30 ylb=a y=21 b-a=y
a=123 [y=246 a=145 [20/1.45=b b=23 30/23 =a b=17 a=ylb
13.793=b 1.304=a a=21/17
a =1235
test 20 =13.793-1.45 test 30 =23.1.304 test 17 =21/1.235
20=20.000 T.S. 30= 17 = 17.004
29.992T.S. T.S.
opg. B1-B4 opg. B9-B12 opg. B5-B8 opg. D1-D12
4. Kapitalen bliver a gange (r%) starre x gange (eksponentiel) | Kapitalg) y1 = Kapitalggg - vaekstfaktor x gange
y =b a”x =b-(1+r) " x
y=? |y=b-(I1+nN"x b=? Jy=b(@+N™) r=? |y =b(I+N™) x=? |y =b-((1+N"x)
b=20 |y =20-1.2"8 y=60 |y/((1+nN™X)=Db y=30 [y/b= (1+r)"x y=70 [y/b= (1+r)"x
r= y=85.996 r= 60/(1.2"8) = b b=20 |, b=20 |log(yh) _
20% 20% [13.954=b x=5 |\(yb) =1+r r=|log(1+r) =%
= = 5 30% log (70/20) _
0.20 0.20 \(30/20) ~ 1= = log1.3 ~ X
X=8 X=8 0.084=r=84% .30 4.775 = x
test 60 = 13.954.1.2"8 test 30 = 20-1.084"5 test 70 =20-1.3"4.775
60 =60.000 T.S. 30=29.935 T.S. 70=70.002 T.S.
opg. A&B29-32 opg. A&B33-36 opg. A&B37-40 opg. B41-44

4. Kapitalen bliver x gange stgrre a gange (potentiel): Kapitalg) y1 =Kapitalggg - veekstfaktor a gange
y =b -X"a
y=? |y=h-(x"a) b=? |y=b-(x"a) Xx=? |y=h-(x"a) a=7? |y=hb-(x"a)
b=20 |y =20-8".2 y=60 |y/(x*a)=Db y=30 |y/b= x"a y=70 |[y/b= x"a
a=1.2 [y=242515 a=12 |60/(8"1.2) =b b=20 |, b=20 |log (y/b) _
X=8 X=8 4948=Db a=5 \(y/b) =x x=121| logx =a
5 log (70/20) _
\/(30/20) =X log12 ~
1.084 =x 6.871=a
test 60 = 4.948-8"1.2 test 30 = 20-1.084"5 test 70=20-1.2"6.871
60 =59.998 T.S. 30=29.935T.S. 70=69.998 T.S.
opg. B13-B16 opg. B17-B20 opg. B25-B28 opg. B21-B24

Lineaer vakst: Ret linie pa millimeterpapir (++), eksponentiel veekst pa enkeltlogaritmisk papir (+*), potentiel veekst pa dob. log. (**)
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Faktiske & fiktive tal

| statistiske tabeller findes eksempler pa tal, der @ndres med tiden, f.eks. forskellige belgbsstarrelser. Den samlede
veaekst i perioden vil veere et faktisk tal, dvs. sandt. Den gennemsnitlige vaekst i perioden vil derimod veere et fiktivt tal,
dvs. ikke ngdvendigvis sandt. Men det vil kunne bruges som antagelse i en
fremskrivning, en prognose om hvordan fremtiden kan se ud: “Hvis veeksten
fortsaetter uendret, hvad vil der sa ske?”
Sa prognosetal er fiktive, og bar derfor suppleres med prognosetal byggende pa
alternative antagelser, scenarier: ”Hvad nu hvis vaeksten i stedet var ...?”
Prognoser kan beregnes i regneskemaer eller indtegnes som rette linier pa
millimeterpapir eller pa enkeltlogaritmisk papir.

Fortid: Faktiske tal

Fremtid: Fiktive prognosetal

Ar efter 2000 X 0 4 9 ?
Arstal ar 2000 2004 2009 ?
yrone-tal y 88 851 102 191 ? 130 000

Konstant tilveekst: Lineaer veekst
Gennemsnitlig arlig tilveekst a for kronetallet y

a=? y = b+(a-x)
y=102191 |y-b=ax
b=88851 |(y-b)
Xx=4 x 2
(102191-88851)
=a
4
3335=a
opg. 1-6
Prognose for kronetallet y i 2009
y="? y = b+a-x
b=88851 |y=288851+3335-9
a=23335 y = 118866
x=9

Prognose for
X=7?

hvornar kronetallet y bliver 130000
y = b+(a-x)

y = 130000
b = 88851
a=3335

(130000-88851)
3335 -

12.3=x
dvs. mellem 2012 og 2013

Find en ligning (forskrift) for kronetallet y

y="? y = b+a-x

b =88851 |y=288851+3335-x
a=3335

Samlet arlig tilvaekst a for kronetallet y
a="? y =b+a

y=102191 |y-b=a

b =88851 |[102191-88851=a

x=1 13340 =a

Matematik forudsiger C, v. 1.0

X ar formue =y
? pe 130000

9 2009 ?

4 2004 102191

0 2000 =——] 88851 =b

+1 +a +r%

Konstant vaekstprocent: Eksponentiel vaekst

Gennemsnitlig arli
r="2°

g veekstprocent r for kronetallet y
y =b-(1+r)X

y = 102191 Y
b = 88851 b= (1*+1)
x=4 X
Fordoblingstid: (X) = 14r
log 2 b
~ log (1+1) 4 102191
(gggsr ) ~1=T
0.036=r
3.6%=r
log 2
opg. 7-12 = log 1.036 =19.6
Prognose for kronetallet y i 2009
y=? y =b-(1+n)X
b = 88851 y = 88851-1.036°
r=23.6% =0.036 y = 122152

Xx=9

Prognose for hvornar kronetallet y bliver 130000

X=? y = b-(1+r)X
y = 130000 y N
b = 88851 b = (1)
r=3.6% =0.036 y
log ()
log (1+r) =X
130000
log (‘ggg51 )
log1.036 %
10.8 =x

Find en ligning (fo
y=?

dvs. mellem 2010 og 2011

rskrift) for kronetallet y
y =b-(1+r)X

b = 88851
r=3.6% =0.036

Samlet arlig vaekst

y = 88851 - 1.036%

procent r for kronetallet y

r=2? y = b-(1+4r)

y =102191 Y 4=,

b = 88851 b

x=1 102191 _
88851
0.150=r
15.0% =r
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Trekanter

B
Forstagrring B
-k cl al
/¥ vaekstfaktor
A b C Al bl Cl

Ved forstarring af en trekant forstarres siderne. Vinklerne forbliver uendret.
Trekanterne kaldes derfor ensvinklede.

al bl «cl
al=k-a bl=k-b cl=k-c a b "¢ - k
al="? %:% a="? %:% k=2 bl =k-b
a=10 a-bl al=10 a-bl b1=15 (bl
al="" al="" b =K
b=12 _10-15 b=12 |al-b _ b=12 |15 _
al="7 1 -2 12 =k
b1=15 |al=125 b1=15 [10-12 _ 1.25=k
15 @ 125% = k
8=a

Trigonometri

Pythagoras

Ol

cosB =

olo X

X
COSA = b=

b2=x-c a2 =
a2+b2=y.c+xc

< o <
o

a2 +b2=(y+x)- c=c-c=c?

| trekantsregning beregnes trekantens 3 ukendte stykker (vinkler, sider) ud fra de 3 kendte stykker.

Grakerne: B Ligninger
hypotenuse A+B =90 A+B+C=180
katete | a
a2+h2 = ¢2 Pythagoras
A katete |_ C Grakernes regneproblem: Ligningerne vil indeholde to ubekendte

b

Araberne: Inde i en stor trekant er en lille standardtrekant, som navngives og tabellzegges.

S synes fra A. CosA er hos A. B . a mod
SINA =< =7__ =cosB
¢ hyp
b hos .
a=c-sinA cos A =c :M =sinB
ana @omod | _sinA _alc
tanA c an “b ~ hos ~cosA " blc
C-COSA
B=? B=?
a=? =3
kender vinkler kender sider
finder sider finder vinkle
A=40° |_ C A=? [_ C
b=5 b=5
a b a _

a=? |tanA=j c=? COSA = ¢ A=? |tanA=p c=? |a2+h2=¢2
A=40|b-tanA=a A=40 |c-cosA=b a=3 Aztan-l% a=3 \/(a2+b2):C
b=5 |5tan40=a b=5 __b b=5 _ 3 b=5 |y32+52)=¢

= CosA A =tan-1 5 ( )
4195=a ¢ =6.527 A =30.96 5.831=V34=c
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Statistik

Stokastisk variation

8
+2*spr. 5
? =
Middel &
=
-2*spr. 0\2
3
Statistik Sandsynlighed
Bagud-sige: Middeltal, spredning Forud-sige x = Middeltal + 2-spredning
1. Observationer
x: 10, 12, 22,12, 15, ...
2. Gruppere og optelle hyppighed
Observationer  Hyppighed Frekvens Sum. frek. Sumkurve
X h p >p Sum, frek.
0-10 3| 3/40=0.075 0.075 100% | 3. kvartil
10-20 12 0.300 0.375 75% | median
20-30 18 0.450 0.825 50% | 1. kvartil
30-50 7 0.175 1.000 25% Y Obs.
Total 40 1.000 0 10 20 30 40 50
3. Middeltal eller gennemsnit: Hvis alle observationer var ens ... men de afviger
Observationer Hyppighed Frekvens Summ. frek. Middeltal Histogram
X h p >p W= Yxi-pi [10% |
0-10 3 3/40=0.075 0.075 5-0.075=0.375
10-20 12 0.300 0.375 45
20-30 18 0.450 0.825 11.25
30-50 7 0.175 1.000 7
Total 40 1.000 23.110 10 20 30 40 50
4. Varians, spredning: Hvis alle afvigelser var ens ...
Observationer Hyppighed Frekvens Summ. frek. Middeltal Afvigelse Varians
X h P >p p=xipi IXi - i v = Y(xi-W)"2-pi
0-10 3| 3/40=0.075 0.075| 5-0.075=0.375| |5-23.1|=18.13| 18.13"2-0.075=24.64
10-20 12 0.300 0.375 45 8.13 19.80
20-30 18 0.450 0.825 11.25 1.88 1.58
30-50 7 0.175 1.000 7 16.88 49.83
Total 40 1.000 23.1 1s"2=95.86

Spredning s =V95.86=9.8
5. Forudsigelse: x = Middeltal + 2-spredning =p £ 2-s = 23.1 £ 19.6 Konfidens-interval = [3.5 ; 42.7]

6. Binomial fordeling: Gentaget eksperiment med to udfald (gevinst eller tab)
n gentagelser af et eksperiment med to udfald og gevinstchance p. x antal gevinst-gange.

Obs. Frek. Opsum. Precis.3 Max.2 Min.2 Min.1 & Max.3 Normalfordelingspapir
X p >p x=3 x<2 x>2 1<x<3
n 0 0.2560 -0.2560, 84%
4 1 0.1792 -0.1792
2 0.5248 -0.5248| 0.5248 50%
p 3 0.8704| 0.8704 0.8704
0.6 4 1.0000 1.0000
Total 0.3456] 0.5248] 0.8208 0.6144 Mo pts

Forudsigelse: Total x =n-p £ 2-\(n-p-(1-p)) Procent x/n = p + 2-\(p-(1-p)/n) P(x<t) = @[(t-MEAN)/DEV]
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Veekstregningsopgaver

Brug venligst formel-formular til opgaverne 1-40:

CO~NO O~ WN PR

e )
N R O

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

45

46

47

48

svar A B svar C D
y b a y=b+a | y=b-a y b a b=y-a | b=yla
4 9 13 36 1 6 4 10 24
5 4 9 20 2 7 8 15 56
3 5 8 15 3 3 3 6 9
2 7 9 14 4 4 5 9 20
13 3 10 4.333 5 12 7 5 1.714
14 6 8 2.333 6 14 6 8 2.333
15 9 6 1.667 7 19 9 10 2111
16 6 10 2.667 8 13 6 7 2.167
17 7 10 2.429 9 24 7 17 3.429
14 3 11 4.667 10 26 3 23 8.667
15 9 6 1.667 11 27 9 18 3.000
16 6 10 2.667 12 29 6 23 4.833
A y=b+a-x svar B y=b-x"a svar
y b a X y b a X
120 4 5 140 13 | 633,36 | 120,00 1,20 4,00 633,36
140 12 16 332 14 |2753,14| 140,00 1,10 15,00 2753,14
160 -8 7 104 15 | 560,82 | 160,00 0,70 6,00 560,82
180 -12 12 36 16 |1817,57| 180,00 0,80 18,00 1817,57
230 5 6 200 17 |1430,29 1,27 5,00 185,24
441 13 17 220 18 | 723,06 1,15 16,00 29,82
184 -7 8 240 19 | 109,62 0,75 7,00 25,47
117 -11 13 260 20 |4822,30 0,85 19,00 394,74
322 280 7 6 21 |2814,60| 280,00 6,00 1,29
552 300 18 14 22 19013,44| 300,00 17,00 1,20
266 320 9 -6 23 |1854,65| 320,00 8,00 0,85
200 340 14 -10 24 15630,46 | 340,00 20,00 0,94
416 360 7 8 25 13920,50| 360,00 1,36 5,79
665 380 15 19 26 |7092,74| 380,00 1,25 10,40
350 400 -5 10 27 |3113,64| 400,00 0,85 11,18
285 420 -9 15 28 [6950,91| 420,00 0,95 29,18
A y=b-(1+r) svar B y=Db-(1+r)"x svar
y b r Fordobl. y b r X Fordobl.
120 | 4.3% 125.160| 16.5 29 130 | 4.3% 4 153.844| 16.5
140 |24.0% 173.600 3.2 30 140 |24.0% 6 508.930 3.2
160 | -7.4% 148.160| -9.0 31 160 |-7.4% 9 80.097 -9.0
180 |-11.7% 158.940| -5.6 32 180 [-11.7%| 5 96.622 -5.6
230 5.2% 218.631 | 13.7 33 120 205% | 3 68.584 3.7
441 13.3% 389.232 5.6 34 140 10.2% 4 94.930 7.1
184 -6.1% 195.953 | -11.0 35 160 -8.7% 5 252.212| -7.6
117 -10.7% 131.019 -6.1 36 180 -20.4%| 6 707.610| -3.0
322 | 281 14.6% 5.1 37 | 612 | 416 7 5.7% 12,5
552 312 76.9% 1.2 38 274 165 8 6.5% 11.0
266 320 -16.9% -3.7 39 36 92 9 -9.9% -6.6
200 340 -41.2% -1.3 40 18 38 5 -13.9% -4.6
41 892 280 |27.6% 4,754 2.8
42 674 300 [15.3% 5.686 4.9
43 83 320 [-25.5% 4.584 -2.4
44 92 340 |[-15.3% 7.872 -4.2
25 || 82 | |\®=30]|1974| [sX=30||2113| |40y | | 1414 oo c';; 1%4 63.357 —gﬁ—llol . ;i%io 35.346
317 | 16.473| |x7=40|]1.694| |3X=ggl|4.096 Wwo) 1.454 %%% 12.005 '—O%%Z 24.158
62 110.028| |x4=120]]3.310| |2X=70||6.129 ém 1.506 :%g% 36.002 %%2 5.466
5713110123 |x6=140]|2.647 | [4X=go||3.161 z/(1570/30) 1.258 :%g% 13.623 I_cngég%%) 6.861
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Bogstavregning

Et blandet regnestykke reduceres til et enkelt regnestykke ved at sette en skjult parentes. Herefter overflyttes
enten tal eller parentes: T = a-b-c = a-(b-c). Hvis den ubekendte(s parentes) har regnetegn - eller /, sa flyttes

denne farst. Omform T-formeln til en a-, b- og c-formel. Svarene star til hgjre.

T Svar: a b c
1 T=a+bc a=T-bc _T-a _T-a
b= c=
c b
2 T=a-b-c a=T+b-c _aT _aTl
b= c=
c b
3 Tegtl a=T_ 02 b=(T-a)-c o=
c c T-a
4 Tea 2 a=T42 b=(a-T)-c =
c c a-T
5 T=(a+b)c T T _T
afc—b bfc—a C= b
6 T=(a—b)c S b—a I =L
c c a-b
7 _atb a=Tc-b b=Tc-a _atb
T= c=
c T
8 _ab a=T-c+b b=a-Tc _ab
T= o=
c T
9 _a a=T- (btc) _a _a
T_b+c b—T—c c—T—b
10 _a a=T-(b—) _a __ 2
T—b_C b—T+c c—b—T
11 ~a a=(T-—<)-b _._a _ a
T—b+c b—T_C c—T—b
12 _a a=(T+c)-b __a ~a
T—b—c b—TJrC c—b—T
13 T=a-b€ _T c I
a=- [T oz ()
a ©~ logb
14 Yy a=T bC ¢la log (&)
be b=1\/T __— T
“~ logb
15 T=(ab)¢ c c __logT
AT NT “~ log (a'b)
a="7p b=
a
16 _ (2 __a __log T
T_(b)c a=S/T-b b= °” a
VT log (})
17 T=(atb)C ~ _logT
(@+b) a=s/T—b b=c T —-a = log (a+b)
18 T=(a-b)¢ _ _logT_
(@-b) a=%/T+b b=a—§/T ¢ log (a-b)
19 T=a+bC® a=T-bC c _log (T-a)
b=/ T-a T logb
20 T=a—bC a=T+bC c _log (a-T)
b=14/aT T loghb
21 T = 4 (btc) (b+c) _logT _logT
= VT “loga ¢ ““loga ~
22 T=a (b—C) (b-C) b _ log T tc c= b _ 108 T
\/T log a log a

Matematik forudsiger C, v. 1.0
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Prognoseopgaver

Lineeser veekst

Tabel Prognose
X 0 ? ? ?
1|ar| 1978 1983 1990 ?
y 120 130 ? 180 |y=?
+a="?
X 0 ? ? ?
2 | ar | 1980 1984 1992 ?
y 240 260 ? 400 |y=?
+a="?
X 0 ? ? ?
3 |ar| 1985 1990 1999 ?
y 170 140 ? 80 |y=?
+a="?
X 0 ? ? ?
4 | ar | 1978 1982 1990 ?
y 260 240 ? 150 [y=?
+a="?
5 En vare kostede 320 kr. i 1987 og 460 kr. i 1994.

Hvor mange kroner er varen steget med i alt og pr. ar?
Hvis den gns. arlige tilveekst holder sig konstant:
Hvad er da prisen ar 1992? Hvornér vil prisen da vere 400?

En medlemstal var 520 i 1987 og 400 i 1995.

Hvor meget er medlemstallet steget med i alt og pr. ar?
Hvis den gns. arlige tilveekst holder sig konstant:

Hvad er da tallet &r 1990? Hvornar vil tallet da veere 130?

Eksponentiel veekst

10

11

12

Tabel Prognose

n 0 ? ? ?

ar | 1978 1983 1990 2

y 120 140 ? 180 |y=?
+r%="? T="?

n 0 ? ? ?

ar | 1980 1984 1992 2

y 240 260 ? 400 |y=?
+r%="? T="?

n 0 ? ? ?

ar | 1985 1990 1999 2

y | 170 140 ? 80 |y=?
+r%="? T="

n 0 ? ? ?

ar | 1978 1982 1990 2

y 260 210 ? 150 |y=?
+r%="? T="?

En vare kostede 320 kr. 11987 og 460 kr. i 1994,

Hvor mange procent er varen steget med i alt og pr. ar?
Hvis den gns. arlige veaekstprocent holder sig konstant:
Hvad er da prisen ar 1992? Hvorndr vil prisen da vare 400?

En medlemstal var 520 i 1987 og 460 i 1994.

Hvor meget er medlemstallet steget med i alt og pr. ar?
Hvis den gns. érlige vaekstprocent holder sig konstant:
Hvad er da tallet &r 1990? Hvornar vil tallet da veere 150?

Matematik forudsiger C, v. 1.0 11

Svar:
Prognose
12 30
1990 2008
144 180
a= 2
12 32
1992 2012
300 400
a= 5
14 15
1999 2000
86 80
a= -6
12 22
1990 2000
200 150
a= -5
5 4
1992 1991
420 400
a= 20
3 26
1990 2013
475 130
a= -15
Svar:
Prognose
12 13.2
1990 | 1991.2
174 180
r%= 3.1%
12 25.5
1992 | 2005.5
305 400
r%= 2.0%
14 19.4
1999 | 2004.4
99 80
r%o= -3.8%
12 10.3
1990 | 1988.3
137 150
r%= -5.2%
5 4.3
1992 | 1991.3
415 400
r%o= 5.3%
3 71.0
1990 | 2058.0
493 150
r%= -1.7%

Ligning

y=120+2-x

y=240+5-X

y=170-6-X

y=260-5-X

y=320+20-x

y=520-15-x

Ligning &
Fordoblingstid T

y=120-1.031"x
T=227

y=240-1.02"x
T=350

y=170-0.962"x
T=-179

y=260-0.948"x
T=-13.0

y=320-1.053"x
T=134

y=520-0.983"x
T =-40.4
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Tabelopgaver, regression

I en tabelopgave skal vi opstille en formel ud fra en tabel. Vi kan regne sig til formlen eller bruge regression.

Tabel Kurve , y
x | 10 | 15 | 25 | 180 v
y | 100 | 120 | 2 | 180
120 |-----------
Linezer veekst y =bt+a*x |x:i+1,y:+a ++ vaekst 100 :
+ldag,+5kr | | T , |
Eksponentiel veekst |y =b*a™x | x:+1, y:+r% +* vaekst \ i
+1dag, +5 % a=1+r | !
Potentiel veekst y=b*x"a |x:+1%,y: +a% | ** vaekst i :
+1%,+5% . : R
Tallene a og b kan ogséa findes ved regression pé en formelregner eller pa Excel 10 15 25 X
Lineeer veekst Eksponentiel vaekst Potentiel veekst
a=? = Lszz-xll - x2-X1 2 i log (yLi)
y2=120 o= 120100 _, 2= - Zi_log (Q)
15-10 y2 =120 15-10 120 a=? x1
1=100 |3 = = a = 100
=15 [ 2218 [y 0 y2=120 | og G22)
x1 =10 B a=1.037 = 1+r y1=100 | _ &
x1=10 | =41=1.037-1 X2 =15 15
r=0,037 =3.7% «1 = 10 log (75)
T =log2/loga = 19.1 a = 0.450
b=? y = b+(a-x) b=? y = b-(a"x) b="2 y =b-(x"a)
y=100 |y—(ax)=b y=100 L =p y =100 Yy
a=4  [100-(4-10)=b a=1037 |&X a=0.450 xa
x=10 0=b x=10 |10 __, x =10 100 _
Test 100=100 © 69.44 =D 35.48=b
forskrift |y = b+a-x forskrift y =bh-a"x forskrift |y = b-x"a
b=60 b =69.44 |y =69.44.1.037"x b =35.48 |y = 35.48-x0.450
a=4 y = 60+4-x a=1.037 a=0.450
y="? =60+4-x y="? =69.44-1.037™x y="? y = 35.48-x"0.450
x=25 [/=60%4-25 x=25 [ =0944-1.037725 x =25 |y =35.48-2500.450
y =160 y =172.80 v = 151.03
X="? y = 60+(4-x) X=? y = 69.44-(1.0377x) X="? y = 35.48-x"0.450
y = 180 y_ig :4'X y=180 Fg% = 1.037"x y =180 ?5% = XA0.450
4 =% 180 |
180-60 109 (59.42) 0.450 g5
4 =X log (1.037) ~ X 3548 ~ X
30 = Xx 26.21 = x 36.92 = x
Test 180 = 69.44*1.037726.21 Test 180 = 35.48*36.92"0.450
180=179.958 © 180=179.991 ©
Opgaver Svar: a b Forskrift y X T
1 X 10 20 30 lin 2 10 |y =10+2*x 70 35
y 30 50 80 exp | 1,052 18 |y =18*1,052"x 83,33 29,2 13,6 |
pot | 0,737 55 |y =55*"0,737 67,41 37,84
2 X 10 15 25 lin 6 40 |y =40+6*x 190 23,33
100 | 130 180 exp | 1,054 | 59,17 J =59,17*1,054"x 219,7 21,2 132 |
pot | 0,647 | 22,54 | =22,54*x"0,647 180,92 24,8
3 X 10 20 35 lin -2 80 |y =80+2*x 10 35
60 40 10 exp 0,96 90 y =90%0,96"x 21,77 54,19 -17,1 |
pot | -0,585 | 230,74 y =230,74*x"-0,585 | 28,83 213,92
4 X 10 20 40 lin -3 130 |y =130+-3*x 10 40
100 70 10 exp | 0,965 | 142,86 y = 142,86*0,965"x 34,3 74,56 -194 |
pot | -0,515 | 327,02 iy = 327,02*x"-0,515 49 877,72
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Trekantsopgaver

Forstarrelse (ensvinklede trekanter) svar
a b c a' b’ c' a b c a' b' c'
1 |12,340 19,744| 23,693 [29,616 14,808 | 18,510
2 | 27,148 22,212| 14,135 (17,164 17,276 | 20,978
3 19,744 24,680 28,206 [33,494 17,276 23,446
4 22,212 27,148| 18,795 21,927 32,084 25,914
5 28,382 [29,616| 32,907 (37,843 22,212 | 24,680
6 30,850 (32,084 23,528 (26,737, 37,020 | 27,148
7 | 27,148 [29,616| 33,318 [34,552 37,693 | 42,405
8 | 41,956 (32,084 35,786 {37,020 28,309 | 31,576
9 | 32,084 (34,552 38,254 42,526 39,488 47,082
10 | 46,892 [37,020] 40,722 33,123 41,956 36,435
11 | 37,020 [39,488| 43,190 51,828 44,424 | 47,386
12 | 51,828 |41,956| 45,658 41,310 46,892 37,960
Retvinklede trekanter svar
a b c A B C a b c A B C
13 3,917 | 33,3 90 2,149 | 3,275 56,7
14 6,520 | 42,5 90 4,401 | 4,810 47,5
15 8,423 | 62,5 90 7,471 | 3,889 27,5
16 | 8,597 51,0 90 6,959 |11,061 39,0
17 | 9,620 65,9 90 4,298 |10,537 24,1
18 | 3,787 21,5 90 9,620 |10,339 68,5
19 | 2,661 4,628 90 3,787 35,1 | 54,9
20 | 3,889 6,266 90 4,913 38,4 | 51,6
21 | 2,763 7,015 90 6,448 23,2 | 66,8
22 | 3,480 (6,243 90 7,147 | 29,1 | 60,9
23 | 2,866 |8,597 90 9,062 | 184 | 71,6
24 | 8,597 (8,085 90 11,802 | 46,8 | 43,2
25 | 7,471 (6,959 43,0 90 10,210| 47,0
26 | 6,652 (3,991 31,0 90 7,758 | 59,0
27 4,503 30,7 90 7,574 8,811 | 59,3
28 5,527 32,7 90 8,597 10,220 | 57,3
29 8,864 58,7 90 4,606 | 7,574 31,3
30 9,560 52,4 90 5,834 | 7,574 37,6
Ikke retvinklede trekanter svar
a b c A B C a b c A B C
31 | 1,075 33,3 122,8 0,794 | 1,646 23,9
32 | 2,212 425 133,1 0,252 | 2,392 4,4
33 | 3,736 62,5 88,2 2,060 | 4,209 29,3
34 4,372 51,0 76,8 4,298 5,383 52,2
35 1,437 65,9 98,2 4,810 5,214 15,8
36 4,903 21,5 87,0 1,893 5,162 71,5
37 2,154 | 35,1 68,6 1,330 | 2,249 76,3
38 2,256 | 38,4 46,1 1,945 | 3,118 95,6
39 2,568 | 23,2 47,1 1,382 | 3,302 109,7
40 | 1,740 |3,541 68,6 3,327 | 29,1 | 82,3
41 | 1,433 |4,346 88,0 4528 | 18,4 | 73,6
42 | 4,298 |5,724 57,3 4,966 | 46,8 | 75,9
43 5,092 | 3,738 | 47,0 3,736 859 | 471
44 2,552 3,818 | 59,0 3,326 41,1 | 79,8
45 3,940 3,708 | 59,3 3,787 63,4 | 57,3
46 | 4,298 5,030 42,9 3,479 57,3 79,8
47 | 4,861 4,437 81,9 6,100 52,1 46,1
48 | 2,917 4,835 77,3 5,067 34,2 68,6
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Statistikopgaver

MID SPR  KVT svar: MID SPR  KVT
1 X h| p | Zp | xp |Xx-M]|(x-M)*2-p p p Xp | X-M] [(x-M)"2-p
10-30| 3 0,130 0,130 2,6 | 230 693
30-40| 5 0,217 0,348 76 | 80 | 141 |[355
40-50| 9 0,391 0,739 | 17,6 | 2,0 15 |43,9
50-60| 4 0,174 0,913 96 | 120 | 249 |506
60-70| 2 0,087 1,000 57 | 220 419
1,000 43,0 151,6
IMID+2-SPR: 184 67,7 | 123
MID SPR KVT MID SPR  KVT
2 X h | p | Zp | Xxp |[X-M]|(x-M)*2-p p p X-p | X-M] |(x-M)*2-p
0-10| 3 0,077 0,077 04 [215]| 357
10-20| 9 0,231 0,308 35 |[11,5| 307 [175
20-30| 12 0,308 0,615 7,7 | 15 07 [263
30-40| 11 0,282 0,897 99 | 85 | 202 (348
40-60| 4 0,103 1,000 51 |235| 565
1,000 26,5 1438
IMID+2-SPR: 26 505 | 120
MID SPR  KVT MID SPR KVT
3 X h P | Zp | xX:p |IX-M||(x-M)*2-p p >p X-p | X-M] |(x-M)"2-p
30-40| 12 0,203 0,203 71 | 108 | 237
40-45| 14 0,237 0441 | 101 | 33 26 |41,0
45-50| 16 0,271 0712 | 12,9 | 17 08 [461
50-55| 10 0,169 0,881 89 | 67 76 |51,1
55-60| 7 0,119 1,000 68 | 11,7 | 162
1,000 45,8 50,9
IMID+2-SPR: 315 601 | 71
MID SPR  KVT MID SPR  KVT
4 X h | p | Zp | xp [X-M][(x-M)*2:p p p Xp | X-M] [(x-M)"2-p
20-22| 2 0,091 0,091 19 | 44 18
22-24| 4 0,182 0,273 42 | 24 11 |238
24-26| 8 0,364 0,636 91 | 04 01 [253
26-28| 5 0,227 0,864 61 | 16 06 (27,0
28-32| 3 0,136 1,000 41 | 46 29
1,000 25,4 6.3
IMID+2-SPR: 20,4 304 | 25
MID SPR  KVT MID SPR  KVT
5 X h | p | Zp | xp |[X-M]|(x-M)*2-p p p X-p | X-M] |(x-M)"2-p
0-2 | 10 0,114 0,114 01 | 38 16
2-4 | 22 0,250 0,364 08 | 18 08 |31
4-6 | 30 0,341 0,705 1,7 | 02 00 |48
6-8 | 20 0,227 0,932 16 | 22 11 |64
8-10 | 6 0,068 1,000 06 | 42 1.2
1,000 4,8 4.8
IMID+2-SPR: 04 91 | 22
MID SPR  KVT MID SPR  KVT
6 X h | p | Zp | xp [[X-M]|(x-M)*2-p p p X-p | X-M] [(x-M)"2-p
0-20 | 10 0,143 0,143 14 | 314 1411
20-40| 22 0,314 0,457 94 | 11,4 | 410 |268
40-60| 30 0,429 0886 | 21,4 | 86 | 315 [420
60-100 8 0,114 1,000 91 |[386 | 1700 [125
1,000 41,4 3837
IMID+2-SPR: 23 806 | 196
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De fire opsparingsformer
I programmet PowerPoint eller Excel kan man vise de fire opsparingsformer:

1. Rentefri opsparing: Linear vaekst, PLUS-vakst

Y =b + a*x

+0%+0%+0%+...

+b,+a+a+a+...

(op
(op
v

2. Indskudsfri opsparing: Eksponentiel vaekst, GANGE-vakst

Y = b*(1+r)"x

ren
rente entes
+r%+r%+r%+... rente

_—
+b,+0+0+0+... simpel
rente

o
o
v

3. Opsparing uden startbelgb: Opsparings-veekst, PLUS& GANGE-vakst

Y = a/rR

rente

+r%+r%+r%+... rente
B

+0,+a+a+a+...

a*x

a*x

©]e

4. Opsparing med negativt startbelgb: Galdsafvikling, PLUS& GANGE-vakst
y=G*(1+r)"x

y=alr*R
$ A eksponentiel
0, 0 0
+%+r%+r%+... rente
—_— .
-G,+at+a+at... opsparing
rente
G lineger
arx

kontol konto2
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En kapitals liv

| lgbet af sin levetid vil en persons kapitalforhold ofte a&ndre sig.

I det nedenstaende eksempel er livet opdelt i fire epoker:

1. 20-30 &r: Studielan, hvor der lanes kr. 36.000 per ar i 10 ar.

2. 30-50: Gaeldsafvikling, hvor studiegalden afvikles ved at betale kr. 53.000 per &r i 20 &r.

3. 50-70: Formueopbygning, hvor en formue opbygges ved at vedblive med at indbetale kr. 53.000 per ar i 20 ar
4. 70-85: Pension, hvor formue afvikles ved at udbetale kr. 284.000 per ar i 15 ar.

I eksemplet er regnet med en rente pa 8% per ar.

Dobbeltklik pa figuren og rediger renten.

En kapitals liv

rente 8% p.a.

3.000.000

2.500.000

2.000.000

1.000.000

500.000

1.500.000 ‘

0 e

-500.000

-1.000.000

Rentes rente tabel

P& maned 0 indszttes kr.1 pa konto 0. P& maned1 bliver kontoens belgb stdende, og dens rente overfares til den naste
konto i reekken. | maned 4 har kO indestaende, k1: indestaende + rente af kO, k2: indestdende + rente af k1, osv.
Eksemplet viser de forskellige konti i tilfeeldet rente = 100%. Hvad hedder den fremkomne tabel?

Lav en tilsvarende eksempel med rente = 50%.

m0 m1l m2 m3 m4 M5 M6 M7 M8 M9  MI10
KO | 1 1 1 1 1
K1 1] 1+1=2] 2+41=3] 3+1=4
K2 1] 1+2=3] 3+3=6
K3 1] 1+3=4
K4 1
K5

K6

K7

K8

K9

K10
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Den kvantitative litteratur

Den klassiske kvantitative litteratur er geometri og algebra. Hertil kommer den moderne kvantitative litteratur, skabt af
spgrgsmal, som kommer fra produktionen: Hvordan hentes sglv og kul op fra minegangene? Hvordan navigeres pa
havet? Hvordan bygges maskiner? Hvordan optimers en produktion? Hvordan optimeres profitten? Osv.

Der regnes pé, hvordan sglvmalm og vand lgftes op af minerne, og hvordan sglvmalm forvandles til sglv af forskellig
renhedsgrad. Sglvet begiver sig nu pa rejse ned ad de tyske floder til Italien, hvorfra kebmaend er kommet for at bytte
klaede og vin med sglv. Undervejs passeres adskillige borge beliggende pa hgje bjerge. Kabmandene ma aflevere salv
som told- og beskyttelsesafgifter, men vinder det tilbage igen gennem spil. Fra ltalien rejser sglvet videre nar
kabmandene bytter det med @stens efterspurgte varer, krydderi og silke, enten via den dyre vej over land transporteret
af karavaner, eller via den billige vej over hav transporteret af arabiske kebmaeend i Egypten. Sa Italiens rigdomme
hober sig op farst gennem handel og senere gennem bankudlan. | banken far man brug for at kunne leegge renter
sammen og udvikler derfor potensregningen og opdager herved rentes-renten: 7 ar a 6% = 42% rente + 8% rentes-rente
=50% da 106%"7 = 150%.

En stor del af fortjenesten gar til forbrug af preegtige paladser overalt i Renassancens Italien, og til ansattelse af
kunstnere og filosoffer. Italien bliver udkonkurreret af Portugal, som kan nedsatte prisen pa peber til 1/3 ved at
overspringe mellemhandlerne og selv at hente @stens varer hjem over havet pa egne skibe som sejler rundt om Afrika.
Spanien forsgger at finde en anden vej til Indien ved at sejle mod vest. Men i Vest-Indien er der hverken krydderi eller
silke, derimod rigeligt med sglv og guld. Paven deler den nye verden mellem Spanien og Portugal. Portugal far alt gst
for den 60. lengdegrad, Spanien alt vest for. | Spanien og Portugal gér fortjenesten til forbrug gennem bygning af kirker
og klostre og palaer. | England gar fortjenesten til at kabe aktier for og etablere industriel produktion.

De tre genrer: Fakta, fiktion og fidus

Bade kvalitativ og kvantitativ litteratur kan opdeles i tre genrer: Fakta, fiktion og fidus.
Eksempler pa de tre kvalitative genrer er

Fakta: ‘DA Kebenhavn ligger pa Sjelland, SA ligger Kebenhavn lavt’

Fiktion: ‘HVIS Kebenhavn 14 i alperne Sjlland, SA 14 Kebenhavn hejt’.

Fidus: ‘HVIS Kebenhavn ligger forst i setningen, sa ligger den lavt.’

Fakta

Fakta er ‘DaSa’ beregninger, som kvantificerer det kvantificerbare, og beregner det beregnelige:

“DA prisen er 4 kr./kg, SA koster 6 kg 6*4 = 24 kr.’.

DaSa beregninger kunne ogsé kaldes FritFalds-beregninger:

‘DA accelerationen er 9.8 m/s*2, SA vil hastighedstilvaeksten pa 5 sekunder vaere 5%9.8 = 49 my/s’.

Eller Rum-beregninger:

‘DA rummet har dimensionerne 3mx4mx5m, SA er rumfanget V = 3mx4mx5m = 60 m3’.
Fakta-beregninger kontrolberegnes:

T =3 Kg. &4 kr./kg. = 3*4 kr. = 15 kr., hov regnefejl, T = 12 kr.

Et eksempel er regnefejlen som fik marssonden Mars Climate Orbiter til at falde ned: 2 cm+3 tommer=5 cm

Fiktion

Fiktion er ‘HvisSa’ beregninger, som kvantificerer det kvantificerbare, og beregner det uberegnelige:

“HVIS indkomsten er 4 mio$/ar, SA vil 6 ars indkomst vere 64 = 24 mio$’.

HvisSa beregninger kunne ogsa kaldes Affalds-beregninger:

‘HVIS affaldsmangden er 9.8 kg/dag, SA vil arbejdsugens affald vaere 5%9.8 = 49 kg’

Eller Rate-beregninger:

‘HVIS vakstraten er 3% pr. ar, SA vil den samlede vakstrate efter 5 &r vare 15.9%, da 103%"5 = 115,9%’.
Fiktions-beregninger scenarieberegnes:

Indkomsten skannes at ville ligge mellem 4kr./dag og 5kr./dag, sa 3 dages indkomst vil ligge mellem 12 kr. og 15 kr.,
daT=3dage &4 kr./Jdag=3*4 =12 kr., 09 T = 3 dage a 5 kr./dag = 3*5 = 15 kr.

Fidus

Fidus er ‘HvadS4a’ beregninger, som kvantificerer det ikke-kvantificerbare:

“HVIS konsekvensen K = “braekket ben’ sattes til 2 mio.$, og HVIS sandsynligheden S sattes til 30%, SA vil risikoen
vaere R = K*S = 2*0.3 = 0.6 mio.$. Og HVADSA? Hvem siger at et braekket ben koster 2 mio. kr.? Og hvem siger at
sandsynligheden for at braekke et ben overhovedet kan males?’

HvadSa beregninger kunne ogsa kaldes Dgdsfalds-beregninger:

‘HVIS omkostningen ved en gravplads er 10 kr./dag, og omkostningen ved en hospitalsplads er 10.000 kr./dag, SA er
det billigere at have folk liggende pé kirkegarden end p& hospitalet. Og HVADSA, betyder det at hastighedsgransen s
skal saettes op til 200 km/time for at spare penge?’

Eller Risiko-beregninger:

‘HVIS vi kan oge sandsynligheden for dedsfald og mindske sandsynligheden for kvastelse, SA vil risikoen ved
skolevejen kunne nedszttes. Og HVADSA betyder det at vi skal nedlegge fodgaengerfeltet?’

Fidus-beregninger afvises og henvises til kvalitativ behandling: ‘Risiko = 30%*5mio. Og HVADSA, en oplysnings-
kampagne kan nedsette sandsynligheden, og hvem siger at et breekket ben koster 5 mio. kr.?’
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Klassiske tekstopgaver

B. Eksempler pa babylonske matematikopgaver

B1. Giv mig et tal som sammenlagt med sin reciprok giver tallet b.

B2. Jeg har ganget leengden med bredden og faet arealet 10. Jeg har ganget leengden med sig selv og faet et areal, som
er det samme som hvis jeg ganger forskellen pa lzengden og bredden med sig selv og med 9.

B3. En mand kan grave 3 stader graft p& 1 dag. Hvor mange mand skal bruges for at grave 100 stader graft pa 6 dage?
B4. Hvor mange mane-maneder pa 29 dage skal der til for at give et helt antal solar p& 365 dage?

B5. Forholdet mellem arealet og omkredsens kvadrat er 12 for en cirkel.

/. Eksempler pa agyptiske matematikopgaver

AEgypterne skrev pa papyrus. Der er to bevarede papyrus-skrifter fra ca. 1700 f.Kr., Rhind-papyrus i London og
Moskva-papyrus i Moskva. Begge indeholder problemer og deres lgsning, 85 pa Rhind, og 25 pd Moskva.

/1. En mangfoldighed sages sa 2/3 af den, % af den, 1/7 af den og den selv tilsammen er 33.

AE2. Af 2 tander middelgod korn kan laves 5 flasker almindeligt al. Af 3 tander god korn kan laves 8 flasker almindeligt
ol. 3 flasker god gl svarer til 2 flasker steerkt gl. Hvor meget korn skal bruges til at lave 20 flasker almindeligt @1? Og til
at lave 30 flasker sterkt gl?

/E3. En trekant har arealet A = Y2*side*side. En cirkel har arealet A = (8d/9)"2, hvor d er diameteren. Arealet af en
firkant med modsatte sider a og b, hhv. ¢ og d er A = (a+b)/2*(c+d)/2, hvilket ogséa gealder hvis d=0.

/4. Rumfanget af en afskéret kegle til vand er V = h/12 * (3*(D+d)/2)"2, hvor h er hgjden og (D+d)/2 er den
gennemsnitlige omkreds. Rumfanget af en afskaret pyramide med kvadratisk grundfalde er V = h/3 * (a*2 + a*b + b"2),
hvor h er hgjden og a og b er sideleengderne for oven og for neden.

/5. Aret gér fra den farste dag, hvor Sirius er synlig i horisonten lige far solopgang. Dette giver en kalender med 365
dage, som opdeles i 12 maneder & 30 dage plus 5 dage til sidst. Der medtages ikke skuddag hver fjerde ar. Denne
kalender blev overtaget af Julius Casar, som dog tilfgjede en skuddag.

/6. Byg en pyramide af kubiske sten, som skal lgftes af en lgftestang. 1 mand kan lgfte en sten, hvis stangen er 30
meter lang. Hvor mange mand skal lgfte, hvis stangen kun er 12 meter lang?

Uforudsigelige spil, hasard

S1. En tipskupon kan falde ud pa 3713 forskellige méder.

S2. Lotto er en klumpudtagning. Et udtag af 5 tal blandt 20 kan derfor falde ud pa K(20,5) = 15504 forskellige mader.
S3. I spillet 217 far man kort indtil man stopper eller passerer 21. Kortet teller hvad der star, billedekort 10, es 1 eller
11. Hvis man far over 21 er man ude. Jeg har 16 skal jeg stoppe? Jeg kan bruge hgjst en femmer. Antallet af brugbare
kort er 4*5 = 20 ud af 52 kort. Der er da 38% chance for fa noget brugbart. Forudsat alle kort er i bunken hvad de
naturligvis ikke er. Sa denne beregning siger ikke meget med mindre jeg ved hvilke kort der er tilbage.

S4. Mini-poker. To spillere A og B indskyder hver a kr. i puljen. De far hver et kort, farst A sa B. De rgde kort er H-
kort (hgje), de sorte er L-kort (lave). 1) A veelger ”SE”: Det hgjeste kort vinder puljen, ellers deles puljen. 2) A valger
”MER” ved igen at laegge b kr. i puljen. I s4 fald har B to muligheder: "GA” eller ”SE” ved at laegge b kr. i puljen. Ved
”SE” gzlder som for: Det hgjeste kort vinder puljen, ellers deles puljen. Ved ”GA” fir A puljen. Hvilke vaerdier for a
og b ger spillet retferdigt?

Forudsigelige spil, snydespil

S5. Snydespil er spil man altid kan vinde, hvis man kender den vindende strategi. Man kan vise at alle NIM-spil er
snydespil. | et NIM-spil skiftes spillerne til at fjerne teendstikker. Den der sidst fjerner har vundet.

S6. Pa bordet anbringes fire raekker med hhv. 1, 3, 5 og 7 teendstikker i. Spillerne skiftes til at fjerne teendstikker, men
kun i én reekke ad gangen. Andenspiller har en vindende strategi, dvs. andenspiller har vundet pa forhand blot han laver
de rigtige traek. (Tip: Opteel i 2ere og se symmetrien. Farstespiller gdeleegger symmetrien, andenspiller genopretter den).
S7. Pa bordet anbringes én reekke med 15 teendstikker. Spillerne skiftes til at fjerne 1 eller 2 teendstikker. Hvem har en
vindende strategi?

Proportionalitet

Proportionalitetsopgaver forekommer overalt hvor der skal veksles om mellem to forskellige typer enheder, altsa
opgaver hvor der er et konstant pertal mellem to enheder. Dvs. situationer hvor en mangfoldighed kan opteelles i to
forskellige enheder.

Ligefrem (indkabsopgaver) Omvendt (grefteopgaver)
Spegrgsmal | 3 kg. = 4 kr. 5 mand graver en graft pd 7 dage
5kg. = ? kr. 3 mand graver en greft pd ? dage
? kg. = 10 kr. ? mand graver en grgft pa 4 dage.
Svar T =5kg. = (5/3)*3 kg. = (5/3)*4 kr. = 6.67 kr. | Mand-dage = 5*7 = 35 = (35/3)*3 = 11.67*3
T =10 kr. = (10/4)*4 kr = (10/4)*3 kg= 7.5 kg | Mand-dage = 5*7 = (35/4)*4 = 8.75*4

Standardopgaver

Ved lgsning af de klassiske standardopgaver benyttes fglgende fremgangsmade:

Lav en hurtig gennemlzsning for at se, hvilken type opgave det er. Find spgrgsmalstegnet, som viser hvad den
ubekendte x er. Hvis der er flere ubekendte, lad altid x veaere den mindste ubekendte. Den anden kan da enten udtrykkes
ved X, eller kaldes y. Omformuler teksten, sd den begynder med ”Lad x = <f.eks. kilo-tallet>", og brug kun ordet ’er’,
som kan oversattes direkte til lighedstegnet *=’.

Oversat opgaven fra tekst til ligninger, lgs ligningerne, og oversat tilbage.
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Styktals-opgaver
Typel.l talproblemer

Problem: ”To tal har summen 72, og det ene er dobbelt sa stor som det andet. Hvilke tal er det?

Tekst Tal SVAR Ligning
Tall X=7? 24 X+y =72
Tal2 y = 2*X 48 X + 2*X =72
3*X =72
X =72/13=24

Typel.2 mgntopgaver

A betaler en regning péa 210 kr. med tre typer manter: lere, 2ere og 5ere. Der er 4 gange sd mange lere som
2ere, og 20 feerre 2ere end 5ere. Hvor mange mgnter af hver type blev brugt?

Tekst Tal SVAR Ligning
Sere X=7? 30 X*5 + (x-20)*2 + 4*(x-20)*1 =210
2ere x-20 10 5*%x + 2*x — 40 + 4*x — 80 =210
lere 4*(x-20) 40 11*x =210+ 120
X =330/11
X =30
Typel.3 aldersopgaver
A er 4 gange sa gammel som B. For 5 ar siden var A 7 gange sa gammel som B. Hvor gammel er A og B nu?
Tekst Tal SVAR Ligning
B’saldernu |[x=7? 10 7*(x-5) =4*x -5
A’s aldernu | 4*X 40 7*x —35 =4*x -5
B’salderda |x-5 T*X — 4*X =-5+35
A’salderda |4*x-5 3*x =30
X =30/3
X =10
Typel.4 geometriopgaver
Et rektangel har en omkreds pa 224 meter. Laengden er 4 meter kortere end 3 gange bredden. Hvad er lengde
og bredde?
Tekst Tal SVAR Ligning
Bredde X = ? meter 29 2%X + 2*(3*x-4) =224
Laengde 3*x-4 meter 83 2*X +6*x -8 =224

8*x =224 +8
X =232/8
X =29

Typel.5 veegtstangsopgaver

A, B og C satter sig pa en vippe, B og C pa samme side. De vejer hhv. 100kg, 80 kg og 40 kg. A og B sidder

begge 3 meter fra omdrejningspunktet. Hvor skal C sidde for

at der bliver ligeveegt?

Tekst Tal SVAR Ligning
C’s meter-tal X=7? 15 100*3 = 80*3 + 40*x
A’s bidrag 100*3 300 =240 + 40*x
B’s bidrag 80*3 300 - 240 = 40*x
C’s bidrag 40*x 60/40 =X

15 =X
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PerTals-opgaver

| pertals opgaver skal pertal altid omregnes til styktal fgr ligningen kan opstilles.

Type2.1 rejseproblemer

Problem21: Togl kerer fra A til B med hastigheden 40 km/t.

med hastigheden 60 km/t. Hvornar overhaler tog2 tog 17?

To timer senere karer tog2 karer fra A til B

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR Ligning

Timetallet X="7? 4 40*(x+2) = 60*X

Hastighedl |40 km/t 40*x + 80 = 60*x

Hastighed?2 60 km/t 80 = 60*Xx — 40*x = 20*x
Km-tall 40*(x+2) km 240 80/20 =X

Km-tal2 60*x km 240 4 =X

Problem22: Togl kerer fra A til B med hastigheden 40 km/t.
hastigheden 60 km/t. Hvornar mgdes de to tog, nar afstanden

Samtidig kerer tog2 kerer fra B til A med
fra A til B er 300 km?

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR Ligning

Timetallet X=7? 4 40*x + 60*x =300
Hastighedl |40 km/t 100*x = 300*x
Hastighed2 |60 km/t X =300/100
Km-tall 40*x km 120 X =3
Km-tal2 60*x km 180

Problem23: | en motorbad tager samme afstand 3 timer modstrems, og 2 timer medstrems. Hvad er badens
fart, nar strammens fart er 5 km/t?

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR Ligning
Fart X = ? km/t 25 km = km/t*t = (x-5)*3 = (x+5)*2
Fart modstrgms | x — 5 km/t 20 3*x-15 = 2*x+10
Fart medstrems | x + 5 km/t 30 3*X-2*X =10+15
Sejltid 3 timer X =25
Type2.2 blandingsopgaver
? Liter 40% alkohol + 3 liter 20% alkohol giver ? liter 32% alkohol
Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR Ligning
Liter-tallet x = ? liter 4.5 0.4*x +0.2*3 = 0.32*(x+3)
Liter-tal3 x+3 liter 75 04*x+0.6 =0.32*x+0.96
Alkoholl 40% 0.4*x liter 0.4*x - 0.32*x =0.96-0.6
Alkohol2 20% 0.2*3 liter 0.08*x =0.36
Alkohol3 32% 0.32*(x+3) liter X =0.36/0.08
X =45

Type2.3 finansopgaver

A investerer en tipsgevinst pa 400.000 kr. pa falgende made: Noget sattes til forrentning til 3% p.a., resten
settes i 8% obligationer. Hvor meget investerede han i hver nar det arlige udbytte er 20.000 kr?

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR Ligning

Bank i tusinde X = ?kr. 240 3%*x + 8%*(400-x) =20

Obligationer i tusinde x+3 kr. 160 0.03*x + 32 - 0.08*x =20

Rente i bank 3% 32-20 = 0.08*x — 0.03*x
Rente pa obligationer 8% 12 =0.05*x

Bankens bidrag 3%*X kr. 12/0.05 =X
Obligationernes bidrag 8%*(400-x) kr. 240 =X

Type2.4 arbejdsopgaver

A kan grave en greft pa 4 timer. B kan grave samme graft pa 3 timer. Hvor lang tid tager det at grave den
sammen?

Tekst Pr.tal Styk-tal SVAR Ligning

Tid X = ? timer 12/7 YVa*x + 1/3*x =1

A’s fart 1/4 greft/t (Ya+13)*x =1

B’s fart 1/3 graft/t 7/12*x =1

A’s bidrag Ya*x X =127

B’s bidrag 1/3*x
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Mekanikopgaver

M1. En bold falder fra toppen af en skyskraber (der ses bort fra luftmodstand). Efter O sek er bolden i 300 meters hgjde.
Efter 5 sekunder er bolden i ? meters hgjde. Efter ? sekunder er bolden i 0 meters hgjde. Hvad er nedslagshastigheden?.

Hgjde efter 5 sek.: Nedslagstid: Nedslagshastighed:
S = ? meter S = ¥a*g*t"2 t=? sek. S = ¥a*g*t"2 v=?m/s vV = g*t
t=5sek. S = ¥*9.8*5"2 $s=300m 2*s/g = "2 t=7.82sek. |v=9.8*7.82
g=9.8m/s"2 |s=123.7 meter g=9.8m/s"2 |V(2*s/g)=t g0=9.8m/s"2 |v=76.6m/s
V(2%300/9.8g) = t
Hojde =72 H =300-123.7 7.82 sekunder =t
H=1773m

M2. En bold skydes lodret op med en begyndelseshastighed pad 30 m/s (der ses bort fra luftmodstand). Efter 5 sekunder
er bolden i ? meters hgjde. Efter ? sekunder er bolden i 40 meters hgjde. Efter ? sekunder er bolden i maksimalhgjden?

Hgjde efter 5 sek.: Tid til 40 m:

S = ? meter S = Yo*g*t"2+vo*t t=? sek. S = Yo*g*t"2+vo*t
t=5sek. s = -%5*9.8*5"2+30*5 s=40m. 40 = -4.9*t"2+30*t

g =-9.8 m/s"2 s = 27.5 meter g =-9.8 m/s"2 4.9*t72-30*t+40 =0

vo =30 m/s vo = 30 m/s t=1.96 og 4.16 sekunder
Stigtid indtil hastighed = 0: Stighgjde:

t =7 sek. V = g*t+vo s = ? meter s = 1o*g*t"2+vo*t
v=0m/s (v-vo)lg=t t=3.1sek. s = -1£*9.8*3.1"2+30*3.1
g =-9.8 m/s"2 (0-30)/(-9.8) =t g =-9.8 m/s"2 s = 45.9 meter

vo =30 m/s 3.1 sekunder =t vo = 30 m/s

Opgavens hgjde-del kan ogsa regnes som en opgave i omsatning af energi fra beveegelsesenergi til beliggenhedsenergi:
Stighgjde h = ? meter Ep = Ek

Stigtid t=3.1sek. m*g*h = %2*m*v"\2

Acceleration g =-9.8 m/s"2 h = %*v"2/g

Begyndelseshastighed vo =30 m/s h =14*3072/9.82

Beveagelsesenergi Ek = Y2*m*v/2 h = 45.8 meter

Beliggenhedsenergi Ep = m*g*h

M3. En person pa 100 kg udfarer et Bounty-spring fra en bro (der ses bort fra luftmodstanden). Der er 220 meter ned.
Fodderne er feestnet i et tov pa 120 meter, som er fastnet i en fjeder med fjederkonstant k = 100 N/m, svarende til at 10
kg kan forlenge fjederen 1 m. Hvor langt kommer personen ned? Hvad hvis personen vejede 150 kg?

Fjederudstraekning X = ? meter Ef =Eb
Falddistance d = 120+x Yo*k*x"2 = m*g*h
Acceleration g=-9.8 m/s"2 x"2 = 2*m*g*h/k
Bevagelsesenergi Ek = Y%*m*vA2 x =V(2*m*g*h/k)
Beliggenhedsenergi Ep = m*g*h x = V(2*100*9.82*120/100)
Fjederenergi Ef = ¥2*k*x"2 X =48.5

d =120+48.5 = 168.5 meter

M4. En person gynger i en gynge (der ses bort fra luftmodstanden). Gyngestativet er 4 m hgjt og snoreleengde er 3 m.
Hvad er svingningstiden? | yderstillingen er udsvinget 50 grader. Hvad er maksimalhastigheden? Hvor langt er springet
hvis afsettet sker i nederste position?

Svingningstid T = ? sekunder T =2*1* \(I/g)
Snorelaengde I=3m T = 2*1* \(3/9.82)
Acceleration g =-9.8 m/s""2 T = 3.47 sekunder
Stig-hgjde ved 50 graders udsving: Maksimalhastighed ved 0 graders udsving:
s = ? meter s=1-I*cosv v = ? m/sek. Ek = Ep
| = 3 meter s =3 —3*c0s50 h=107m Ya*m*v2 = m*g*h
v =50 grader s =1.07 meter g=9.8m/s"2 VA2 = 2*g*h
v =\(2*g*h)
v=1(2*9.82%1.07)
v = 4.58 meter/sekund
Faldtid ved 0 graders udsving: Springlengde ved 0 graders udsving:
t = ? sekunder S = Lo*g*t"2 s = ? meter S=Vv*t
s = 4-3 =1 meter 2*s/g = t"2 v =4.58 m/s s = 4.58%0.45
g=9.8 m/s"2 V(2*s/g) =t t=045s s = 2.06meter
V(2*1/9.82) =t
0.45 sekunder = t
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Andre opgaver fra fysik og kemi

Mekanikopgaver
M5. En kugle med massen 3 kg og hastighed 4 m/s stader elastisk ind i en kugle pa 2 kg og hastighed 5 m/s. Vinklen
mellem de indgé&ende retninger er 180 grader. Hvad er kuglernes hastighed efter ssmmenstadet?

M6. En kugle med massen 3 kg og hastighed 4 m/s stader uelastisk ind i en kugle pa 2 kg og hastighed 5 m/s. Vinklen
mellem de indgé&ende retninger er 180 grader. Hvad er kuglernes felles hastighed efter sammenstgdet?

M?7. En kugle med massen 3 kg og hastighed 4 m/s stader elastisk ind i en kugle pa 2 kg og hastighed 5 m/s. Vinklen
mellem de indgéaende retninger er 40 grader. Hvad er kuglernes hastighed efter sammenstgdet? Hvad er vinklen mellem
de udgaende retninger?

MS8. En kugle med massen 3 kg og hastighed 4 m/s stader uelastisk ind i en kugle pa 2 kg og hastighed 5 m/s. Vinklen
mellem de indgaende retninger er 40 grader. Hvad er kuglernes falles hastighed efter sammenstgdet? Hvad er kuglernes
feelles retning efter sammenstgdet?

M9. En person pa 100 kg sidder med en 20 kg tung bold pa en glat flade. Pludselig smider han kuglen veek sa kuglen far
hastigheden 4 m/s. Hvilken hastighed far personen?

M10. En kugle pa 5 kg slynges vandret rundt i en cirkel med radius 3 m. Svingningstiden er 1.3 sekunder. Hvilken
treekkraft udever kuglen? Hvilken hastighed har kuglen? Snoren springer, og kuglen falder 2 meter lodret fgr den
rammer jorden? Hvor langt bevaeger den sig i vandret retning? Med hvilken hastighed rammer den jorden?

M11. Hvor meget energi er der i en roterende stang med leengde 2 m og massen 3 kg, nér rotationstiden er 4 s?
M12. Hvor meget energi er der i en roterende cirkulzer skive med radius 2 m og massen 3 kg, nar rotationstiden er 4 s?
M13. Hvor meget energi er der i en roterende kugle med radius 2 m og massen 3 kg, nar rotationstiden er 4 s?

Varmelaereopgaver

| en beholder befinder der sig 3.26 kg is ved temperaturen —25 grader celsius. Isen opvarmes med en dypkoger med
effekten 500 watt. Hvor mange sekunder skal dypkogeren veere teendt for at opvarme isen til 0 grader celsius? Herefter
er dypkogeren tendt i 3 minutter. Hvor mange kg is smelter? 3.26 kg vand opvarmes fra 0 grader celsius til 80 grader
celsius pa 426 sekunder. Hvad er dypkogerens effekt nu? Hvor mange kg vand kan fordampes pa 215 sekunder hvis
dypkogerens effekt er 1500 watt?

Tryklereopgaver

I en beholder pa 30 liter findes 0.234 kg vanddamp ved en temperatur pa 110 grader celsius. Hvad er trykket?
Temperaturen stiger til 150 grader celsius. Hvor mange procent stiger trykket? Beholderen udvides til 40 liter. Hvor
mange procent falder trykket? 0.1 kg vanddamp slippes ud. Hvor mange procent falder trykket? Temperaturen stiger nu
indtil trykket er vokset med 30%. Hvad er sluttemperaturen?

Elopgaver

To apparater A og B er anbragt i serie i et kredslgb, som er forsynet med strgm af en joulekilde pa 12 volt. A bestar af
to apparater C og D anbragt parallelt. Hvor mange watt modtager apparaterne B, C og D, nar de har falgende
modstande, B: 10ohm, C: 15 ohm, D: 20 ohm.

Kemiopgaver
Ethan-gas forbraendes med ilt og producerer kuldioxid og vand. Hvor meget? (Stakiometri)

proces Ethan C2H6 | + Oxygen 02 > Kuldioxid CO2 Vand H20

symboler 2 C2H6 + 702 > 4 CO2 6 H20

stofmangde 2 7 4 6 mol
Masse 2*30 = 60 7*32 =224 4*44 = 176 6*18 = 108 gram
Volumen 2*24 = 48 7*24 = 168 4*24 = 96 0.108/1 =0.108 liter

40 gram ethan + ? gram ilt -> ? gram kuldioxid + ? gram vand

40 gram ethan = (40/60)*60 gram ethan = (40/60)*224 gram oxygen = 149 gram oxygen
= (40/60)*176 gram kuldioxid =117 gram kuldioxid
= (40/60)*108 gram vand =72 gram vand

40 liter ethan + ? gram ilt -> ? mol kuldioxid + ? gram vand

40 liter ethan

= (40/48)*48 liter ethan
= (40/48)*4 mol kuldioxid
= (40/48)*108 gram vand

= (40/48)*224 gram oxygen = 187 gram oxygen

= 3.33 mol kuldioxid
=90 gram vand

3.6 mol ethan + ? gram ilt -> ? liter kuldioxid + ? mol vand

3.6 mol ethan

= (3.6/2)*2 mol ethan
= (3.6/2)*96 liter kuldioxid
= (3.6/2)*6 mol vand

Matematik forudsiger C, v. 1.0

= (3.6/2)*224 gram oxygen = 403 gram oxygen
=173 liter kuldioxid
=10.8 mol vand
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Regression

Forskellige sten er malt mht. rumfang x og masse y. Vi opstiller en formel y = a*x for
sammenhangen. Vi bestemmer derfor proportionalitetskonstanten (per-tallet, kg/l-tallet,

massefylden) a ved linear regression:
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Resultatet: a = 1.68

Opgaver
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Projekt Befolkningsprognoser

Problemformulering: Hvordan vil befolkningstallet udvikle sig de neaste 100 ar i EU-15 og Tyrkiet?
Vi opstiller en reekke scenarier byggende pa forskellige antagelser

Grund-antagelser:

1. Befolkningens kvinder far det gennemsnitlige antal piger/kvinde B i den gennemsnitlige fedealder F
2. Befolkningen vokser med samme procent som antallet af kvinder i fadealderen F

3. Der fades lige mange af hvert kan. 3 bgrn/par svarer saledes til 1.5 pige pr. kvinde

4. Tyrkiets befolkningstal er 50mio i 1985, 60mio. i 1993, 70mio i 2005.

Scenarie 1: Uandrede tal Befolkningstal i mio.
F P veekst% | Fordobl. Prognose | 2000 2025 2050 2075 2100
EU-15 28 0,8 -0,79% -87 EU-15 377 309 253 207 170
Tyrkiet 23 1,4 1,47% 47 Tyrkiet 65 94 135 195 281
Total 442 403 388 402 451
400
300
W EU-15
200 —
O Tyrkiet
0 . . . .
2000 2025 2050 2075 2100

Scenarie 2: Produktionen vinder, kvinder skal uddannes

F P veekst% | Fordobl. Prognose | 2000 2025 2050 2075 2100
EU-15 28 0,8 -0,79% -87 EU-15 377 309 253 207 170
Tyrkiet 28 1,4 1,21% 58 Tyrkiet 65 88 119 160 216
Total 442 397 372 367 386
400
300
| EU-15
200 —
O Tyrkiet
0 T T T T
2000 2025 2050 2075 2100

Scenarie 3: Religionen vinder, kvinder skal fade 4 bgrn

F P vaekst% | Fordobl. Prognose | 2000 2025 2050 2075 2100
EU-15 28 0,8 -0,79% -87 EU-15 377 309 253 207 170
Tyrkiet 23 2 3,06% 23 Tyrkiet 65 138 293 623 1324
Total 442 447 546 830 1493
1400
1200 —
1000 —
800 | |mEU-15
600 —1 [0 Tyrkiet
400 - —
e = S
2000 2025 2050 2075 2100

SVAR: | alle tre scenarier vil Tyrkiet have overhalet EU-15 ar 2100. Disse scenarier bygger imidlertid pa
bestemte antagelser, som kan vise sig ikke at holde stik.
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Hjemmeregning

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14,

15

18

En kapital pa 1430 kr. voksede med 30 kr. og blev til ? kr.

En kapital pa 1600 kr. mindskedes med 30 kr. og blev til ? kr.

En kapital pa 2300 kr. voksede med ? kr. og blev til 2340 kr.

En kapital pa 4600 kr. mindskedes med ? kr. og blev til 4560 kr.

En kapital pa ? kr. voksede med 50 kr. og blev til 5450 kr.

En kapital pa ? kr. mindskedes med 50 kr. og blev til 6270 kr.

En kapital pa 1200 kr. voksede med 30 kr. 4 gange og blev til ? kr.

En kapital pa 896 kr. mindskedes med 30 kr. 5 gange og blev til ? kr.
En kapital pa 160 kr. voksede med 40 kr. ? gange og blev til 400 kr.

En kapital pa 1203 kr. mindskedes med 40 kr. ? gange og blev til 923 kr.
En kapital pa 356 kr. voksede med ? kr. 8 gange og blev til 756 kr.

En kapital pa 1205 kr. mindskedes med ? kr. 9 gange og blev til 755 kr.
En kapital pa ? kr. voksede med 60 kr. 10 gange og blev til 1523 kr.

En kapital pa ? kr. mindskedes med 60 kr. 11 gange og blev til 186 kr.

. En kapital pa 1600 kr. blev 1.25 gange starre og blev til ? kr.
16.
17.

En kapital pa 620 kr. blev ? gange stgrre og blev til 527 kr.
En kapital pa ? kr. blev 1.05 gange starre og blev til 819 kr.

. En kapital pa 820 kr. blev 1.25 gange stgrre 3 gange og blev til ? kr. Hvad er den tilsvarende fordoblingstid?
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

En kapital pa 530 kr. blev 0.85 gange starre ? gange og blev til 276.66 kr. Hvad er den tilsvarende halveringstid?
En kapital pa 423 kr. blev ? gange starre 5 gange og blev til 539.87 kr. Hvad er den tilsvarende fordoblingstid?
En kapital pa ? blev 0.95 gange starre 6 gange og blev til 335.20 kr. Hvad er den tilsvarende halveringstid?

En kapital pa 567 kr. voksede med 20% og blev til ? kr.

En kapital pa 753 kr. mindskedes med 25% og blev til ? kr.

En kapital pa 126 kr. voksede med ?% og blev til 163.8 kr.

En kapital pa 786 kr. mindskedes med ?% og blev til 510.9 kr.

En kapital pa ? kr. voksede med 40% og blev til 642.6 kr.

En kapital pa ? kr. mindskedes med 45% og blev til 67.65 kr.

En kapital pa 753 kr. voksede med 20% 4 gange og blev til ? kr. Hvad er den tilsvarende fordoblingstid?

En kapital pa 956 kr. mindskedes med 25% 5 gange og blev til ? kr. Hvad er den tilsvarende halveringstid?

En kapital pa 486 kr. voksede med 30% ? gange og blev til 2345.83 kr. Hvad er den tilsvarende fordoblingstid?
En kapital pa 324 kr. mindskedes med 35% ? gange og blev til 15.88 kr. Hvad er den tilsvarende halveringstid?
En kapital pa 743 kr. voksede med ?% 4 gange og blev til 2854.31 kr. Hvad er den tilsvarende fordoblingstid?
En kapital pa 896 kr. mindskedes med ?% 5 gange og blev til 45.09 kr. Hvad er den tilsvarende halveringstid?
En kapital pa ? kr. voksede med 50% 6 gange og blev til 1423.83 kr. Hvad er den tilsvarende fordoblingstid?

En kapital pa ? kr. mindskedes med 55% 7 gange og blev til 1.45 kr. Hvad er den tilsvarende halveringstid?

En kapital voksede med 7.2%, 4.3% og —2.4%. Hvad er den samlede rente? Hvad er den gennemsnitlige rente pr. ar.
En kapital voksede med 3.8%, -5.2% og 6.4%. Hvad er den samlede rente? Hvad er den gennemsnitlige rente pr. ar.
En kapital voksede med 7.2% 4 gange. Hvad er den samlede rente? Hvad er den tilsvarende fordoblingstid?

En kapital mindskedes med 7.2% 5 gange. Hvad er den samlede rente? Hvad er den tilsvarende halveringstid?
En kapital voksede med 42.9% i alt over 3 gange. Hvad er den gennemsnitlige rente pr. gang? Hvad er den

tilsvarende fordoblingstid?

41.

En kapital mindskedes med 42.9% i alt over 5 gange. Hvad er den gennemsnitlige rente pr. gang. Hvad er den

tilsvarende halveringstid?

42,
43.

44

51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.

65.

20% af 670 kr. giver ? kr. 45. 600 kr. + 21% giver ? kr. 48. 600 kr. - 21% giver ? kr.
20% af ? kr. giver 600 kr. 46. 600 kr. + ?% giver 760 kr. 49. 600 kr. - 7% giver 760 kr.

. 7% af 400 kr. giver 80 kr. 47. 7 kr. + 32% giver 820 kr. 50. ? kr. - 32% giver 820 kr.
11993 var der 420 kr. 1 1998 var der 630 kr. 1 2005 var der ? kr. | ? var der 950 kr. Linezr og eksponentiel vakst.

11994 var der 720 kr. 1 1998 var der 630 kr. | 2004 var der ? kr. I ? var der 250 kr. Linear og eksponentiel vaekst.
| trekant ABC er C=90, A=42, ¢=5. Find resten.

| trekant ABC er C=90, A=34, a=6. Find resten.

| trekant ABC er C=90, A=28, b=7. Find resten.

| trekant ABC er C=90, a=3, ¢=5. Find resten.

I trekant ABC er C=90, b=4, c=5. Find resten.

| trekant ABC er A=32.6, b=4.6, ¢=5.2. Find resten.

I trekant ABC er A=42.6, B=74.6, c=6.2. Find resten.
| trekant ABC er A=34.8, b=4.6, a=5.2. Find resten.
Las ligningen 2+3-(1+x)"4 = 20

Las ligningen 4+5-(1+x)"6 = 30

Lgs ligningen 40-3-(1-x)"4 = 20

Lgs ligningen 50-4-(1-x)"5 = 10

e-f

Omskriv ligningerne T=d-e, T=d - % , T=d- 9 66. Omskriv ligningerne T = g o T :g -f, T= % -9

Matematik forudsiger C, v. 1.0 25 Allan. Tarp@MATHeCADEMY .net



PerTal I, differential- og integralregning

Pertal, stigning pa total-kurven, findes ved differentiation
Totaler, areal under pertals-kurven, findes ved integration

oK _y2yl Ay
a= kg ~ x2-x1 T Ax

T = 4 k/kg*3kg + 6 ke/kg*Skg = ¥ kr/kg * kg = [a*dx

Eksempel. Ved et indkeb er der rabat: De farste 5 kg kan fas for 6kr/kg, og de naste 3 kg kan fas for 4 kr/kg.

T1=5kg a6 kr/kg = 5*6 kr = 30 kr
T2=3kqg a4 kr/kg=3*4 kr = 12 kr

azkr_ ke

T =8kga?kr/kg = 8kg = .25 kg

42 kr , ?=

T1=5kg a3/5 = 5%3/5 kg = 3 kg
T2 =3kq 42/3 =3*2/3 kg = 2 kg

Forene braker

T =8kga? = dvs.

gllw
+
wIinN
1
o lol

5
5kg, ?= 8

Pertals-kurve hvoraf Totalen kan findes ved integration.

Total-kurve hvoraf pertallet kan findes ved differentiation.

krlkg = a

A

5*6 3*4
0 5 8
y1(x) = when(x<0,0,when(x<5,6,when(x<8,4,0)))

v

Stoming - a< 2280 12k _ ki _ T2T1_AT
tigning =a="ge~ =3%g ~%kg = x2xl - Ax
kr=T 42
304'
0 5 8 kg

y2(x) = when(x<0,0,when(x<5,6*x, when(x<8,30+4*(x-5),0)))

Del-totalerne er del-arealer under pertals kurven.
Samlet total er samlet areal under pertals kurven .

Del-totalerne er del-tilvaekster pa Totalkurven.
Per-tallet er stigningen (heaeldningen) pa totalkurven.

Totalen kan forudsiges ved integralregning.
Totalen, arealet under kurven y = 6 fra 2 til t er

Pertallet kan forudsiges ved differentialregning
Pertal, stigning, heeldning pa kurveny = 6*x + b er:

t Test ved at differentiere

= 6%*(t- d .
{6 dx = 6*(t-2) e (6*(t-2))=6" ©
Vi bemerker at differentiere og integrere er modsatte
regningsarter, der begge regner pa regnestykker, hvor de
andre regningsarter regner pa tal.

d (6*x+b)) = 6 Vi tester ved at integrere:
dt B

[(6 dx)=6x" ©
Konstanten b kan ikke testes.

_dr
“dx
Jadx=T

Differentiation kan overflyttes som integration
Integration kan overflyttes som differentiation

Avrealet under kurven y = 4x+3 fra 0 til x
J(4x+3,x)" giver *[(4x+3)dx’ = 2x72 + 3x
Test ved at differentiere

d
,d(2x"2 + 3x, X)* giver 'dx (2x"2 + 3x) = 4x+3’

Pertal, stigning, heldning pa kurven y = 6*x2 + 5x + 7 er:
d
,d(6*x"2+5x+7 x)’ giver "X (6*x"2+5x+7))=12x+5’

Vi tester ved at integrere:
[(12x+5,x) giver [(12x+5) dx = 6*x"2 + 5x > ©
Konstanten 7 kan ikke testes.

Rabatordning kan aftage jeevnt i stedet for stykkevis og dermed blive en polynom-kurve i stedet for en trappekurve.
Forudsigelser af arealer og stigninger kan testes grafisk, se afsnit om polynom-kurver:

1. grads polynomium fastleegger hgjde
2. grads polynomium fastleegger hgjde + stigning
3. grads polynomium hgjde + stigning + krumning

4. grads polynomium fastleeger hgjde + stigning + krumning + modkrumning

y=5

y =5+ 2*x

y =5+ 2*x + 0.3*x"2

y =5+ 2*x + 0.7*x"2 — 0.2*x"3

Krumme polynom-kurver med hgjere grad end 1 har en raekke interessante punkter:

Vendepunkter, enten top-punkt (maximum) eller bund-punkt (minimum).

Skeeringspunkter med x-akse (nulpunkter), med y-akse (start-punkt), og med andre kurver.

Skaringspunkter med vandrette linier (ligningslasning), og med lodrette linier (veerdier).

Krumningsskift, hvor krumningen skifter fortegn.

Tangent-punkt. En tangent er en ret linie, der er praktisk taget sammenfaldende med kurven omkring rgringspunktet.
En tangent viser hvordan kurven vil se ud hvis stigningen i punktet forbliver ugendret.

Huvis kurven er en pertals-kurve aflases totalen som arealet under kurven, dvs. ved integration
Hvis kurven er en total-kurve, afleeses pertallet som stigningen pa kurven, dvs. ved differentiation.
Krumningen fas ved at differentiere to gange. Ved positiv krumning krummes opad, ved negativ nedad.
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